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Resumo

COUTO, Y. S. Algoritmos em sequéncias. Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade
de Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

Algoritmos em sequéncias sdo tuteis para buscas de padrdes e em biologia computacional.
E possivel descobrir a maior substring palindroma de uma string em tempo linear. Tries sao
estruturas para armazenamento de string, permitindo buscas rapidas por prefixos. Pode-se usar
uma trie para buscar um conjunto de strings, como padrdo, em uma sequéncia. A construgao de
uma trie para todos os sufixos de uma string pode ser feita em tempo linear. Pode-se construir um

automato que reconhece todos os sufixo de uma string em espaco e tempo linear.
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Introducao

Encontrar todas as ocorréncias de uma certa palavra em um texto é um problema muito impor-
tante, que vemos diariamente, por exemplo ao buscar uma palavra-chave em nossos emails recebidos
ou em algum documento.

Nessa classe de problemas, de busca de ocorréncias exatas, ndo sdo aceitas diferencas entre o
padrao buscado e as posicoes de ocorréncia retornadas. Outra classe de problemas é de busca de
ocorréncias inexatas, ou busca de ocorréncias aproximadas, quando algumas diferencas sao aceitas.
Nesse caso é necesséario adotar alguma definicao de similaridade entre duas cadeias de caracteres, em
geral o nimero minimo de caracteres que precisam ser mudados para tornar ambas cadeias iguais.
O utilitario diff, por exemplo, encontra o niimero minimo de linhas que precisam ser mudadas
para tornar dois arquivos iguais.

Outra area que se beneficia do desenvolvimento de algoritmos para tais problemas é a &rea
da biologia computacional, pois DNA pode ser modelado como uma sequéncia de caracteres A, T,
C e G. Assim, é possivel encontrar similaridades entre trechos de DNAs diferentes, e buscar, em
um conjunto enorme de trechos de DNA, algum similar ou idéntico a um trecho dado. Proteinas
também podem ser modeladas como sequéncias de aminoacidos.

Os assuntos discutidos nesse trabalho sdo também muito tteis para praticantes de programacao
competitiva, pois os algoritmos abordados podem ser usados na resolucao de varios problemas nao

triviais envolvendo strings, e tém implementacido pequena.

Objetivos e estrutura do texto

Neste trabalho, apresentamos algoritmos e estruturas de dados relacionados a problemas de
busca de ocorréncias exatas. Os algoritmos cldssicos para encontrar ocorréncias exatas, como KMP
e Boyer-Moore, nao sdo abordados. O foco é em estruturas mais poderosas, que generalizam os al-
goritmos classicos, sdo mais rapidas ou, quando mais complicadas, resolvem problemas mais dificeis.

Diferentemente dos livros e fontes mais comuns, a implementacido é bastante discutida, com
pseudocddigo usando apenas instrugoes presentes nas principais linguagens de programagao. Porém,
a teoria nao é esquecida. Ao apresentar os algoritmos e suas explicac¢oes, a corretude e complexidade
sdo provadas formalmente, em detalhes, de maneira tdo completa quanto possivel.

O Capitulo 1 trata de um algoritmo util para encontrar palindromos em uma cadeia de caracteres,
e é o tema que menos se relaciona a busca de ocorréncias exatas, apesar de ser bastante similar a
um algoritmo que serve justamente para busca de ocorréncias exatas.

O Capitulo 2 apresenta uma estrutura de dados chamada trie, com a qual é possivel armazenar
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um conjunto de strings de forma inteligente. Esta estrutura é usada nos dois capitulos seguintes de
forma mais extensa.

O Capitulo 3 apresenta uma generalizacdo de KMP que funciona com tries e ndo apenas strings,
e dessa forma é possivel buscar ocorréncias de varias strings ao mesmo tempo.

O Capitulo 4 mostra como construir uma trie para todos os sufixos de uma string, mas sem
gastar tempo ou espago proporcional ao tamanho de todos estes. Essa estrutura é extremamente
poderosa, podendo de certa forma generalizar o algoritmo do Capitulo 3.

O Capitulo 5 apresenta um autémato que identifica todos os sufixos de uma string, e é tao
poderoso quanto a estrutura do Capitulo 4.

As principais fontes usadas neste trabalho foram os livros de Gusfield [Gus97] e Crochemore,
Hancart e Lecroq [CHLO7].

Notacao e definicoes basicas

Uma string T[1..n] de tamanho |T'| := n é um vetor de n elementos, onde todos elementos sao de
um alfabeto X finito. Para facilitar a implementagao, em geral assumimos que ¥ = {0, ..., |X| — 1},
ou seja, X tem uma ordem e seus elementos estdo “comprimidos”, mas nos exemplos usa-
mos ¥ = {a,...,z}.

Dizemos que Ti..j] == T[|T[i +1]...T[j] é uma substring de T. Se Ty = T5[1..1], para al-
gum 1 < i < |Ty|, entdo Ty é prefizo de Ty, denotado por T3 T 7. Da mesma forma,
se Ty = Ty[i..|Ts|] entdo Ty é sufizo de To, denotado por T7 J To. Um sufixo ou prefixo é prdprio se
nao é igual a string original, e nesse caso usamos C e . Ou seja, T1 T T se e somente se 71 C Th
eTy #Ts.

Dizemos que T3 ocorre em 75 se 17 é uma substring de T>. Existe uma ocorréncia de T em 715

na posi¢ao i se 11 C Tyli. . |T»|], ou seja, se Ty = Tali..i+ |T1| — 1].



Capitulo 1

Palindromos

1.1 Palindromos impares

Seja S uma string. Dizemos que S é um palindromo se S[i] = S[|S| — i + 1] paratodo 1 < i < |S]|.
Defina S como a string S[|S|]S[|S| — 1] --- S[2]S[1], ou seja, S com caracteres de tras para frente.
Alternativamente, a string S é um palindromo se e somente se S = S. Dizemos que S é um
palindromo impar se S é um palindromo de comprimento fmpar. Nesse caso dizemos que esse
palindromo é centrado em |S|T+1 A string reviver, por exemplo, é um palindromo impar centrado
no indice da letra i.

Vamos considerar substrings de S que sdo palindromos. Vamos apresentar um algoritmo, inici-
almente proposto por Manacher [Man75], que, para cada 1 < i < |S|, determina a maior substring
palindroma impar de S centrada em i. Esse algoritmo consome tempo O(|S]). Mais precisamente,
defina CENTER(S, i, k) como a string S[i — k..i + k|, se esta estiver definida, ou seja, se i — k > 1
e i+ k < |S|. Queremos criar um vetor M tal que, para cada 1 <i < |S|, vale que M[i] é o
maior valor tal que CENTER(S, i, M[i]) é um palindromo. Dizemos que M[i| é o alcance de i. Note

que CENTER(S, 7,0) é sempre palindromo.

Proposicdao 1.1.1. Para todo k >0, temos que CENTER(S,i,k) € palindromo se e somente
se CENTER(S, i,k — 1) € palindromo e S[i — k] = S[i + k].

Demonstragao. Temos pela definicdo que CENTER(S,i,k) é palindromo se e somente
se, para todo 1<j<2k+1, vale a igualdade S[i—k+j—1]=S[i+k—j+1]. A
string CENTER(S,i,k—1) é um palindromo quando S[i—Fk+g]=S[i+k—g] para
todo 1 < g <2k — 1. Mas estas igualdades sao equivalentes as igualdades para j € {2,...,2k}.
Para j=1, temos que S[i—k+1—-1]=S[i+k—1+1] e, para j=2k+1, temos a
igualdade S[i —k+2k+1—1] = S[i+k— 2k — 1+ 1], ou seja, ambas expressam simplesmente
que S[i — k] = S[i + k]. O

A ida da proposigdo implica que os numeros k que satisfazem que CENTER(S,i,k) é um
palindromo sédo um prefixo de {0,1,...}. A volta mostra como descobrir se M[i] > x para al-
guma estimativa x. Dessa forma, ja é possivel criar um algoritmo simples para calcular o vetor M,

como no Cédigo 1.
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Cddigo 1 Algoritmo simples para alcances
1: fori=1to |5]:

2: z=0
3: whilei —z>1and i+ z < |S|and S[i —x —1]=S[i+z+1]:
4: rz+=1
5: M [’L] =x
Nesse algoritmo, a partir do zero, aumentamos a estimativa para M][i], armazenada em z,
enquanto temos que = < M]Ji]. As primeiras duas condi¢coes do while garantem que a

]
string CENTER(S, 4,z + 1) est4 bem definida. A complexidade deste codigo é O(>. M[i]) = O(|S|?)
i=1

e sua corretude segue diretamente da Proposicao 1.1.1.

1.2 Uso de alcances anteriores

Vamos apresentar um algoritmo com ideia similar a esse, que também calcula os valores de M
em ordem crescente de indice, e aumenta a estimativa de M[i] de um em um. Porém, esse algoritmo

usa os valores anteriormente calculados para comecar de um valor inicial maior para x.

P

<[als[alca[r[afclals a]x]

J i

Figura 1.1: Explicacdo da Proposi¢ao 1.2.1.

Proposicao 1.2.1. Seja k < i tal que k + M[k] > i. Se i+ M2k —i] < k+ MIk] entdo vale
que M[i] = M[2k —i]. Caso contrdrio, temos que M|i] > k + MI[k] — i.

Demonstra¢do. Note  que, como k+ M[k] > i, a posicio ¢ estd contida na
string CENTER(S, k, M[k]). Tome g=k+ M[k] —i, que é a distdncia de ¢ para a posi¢do
final de CENTER(S,k, M[k]), e i’ =k — (i — k) = 2k — i, que é a posigdo i espelhada em torno

do centro k. Note que S[i'] = S[i], e generalizando isto, usando a definicio de palindromo,

temos que CENTER(S,i,g9) = CENTER(S,7,g). A Figura 1.1 mostra como isso pode

ocorrer para a palavra xasacaracasax. Note que, nesse caso, M[k] =6, g =2 e temos

que CENTER(S,i,2) = CENTER(S,#,2) = casax.

Note que a string P é um palindromo se e somente se P ¢ um palindromo. Logo,
se M[i']| <g, como M[i'] é o maior palindromo centrado em #’, temos pela Proposi¢ao 1.1.1
que S[i' — M[i'] — 1) # S[i’ + M[i'] + 1], e portanto S[i+ M[i'] 4+ 1] # S[i — M[i'] —1]. Além
disso, CENTER(S, 4, M[i']) = CENTER(S,, M[i']), o que prova que M|[i] = M|[i']. Esse caso é o

que ocorre na Figura 1.1, onde podemos determinar que, ja que M[i'] =1 < g, temos que M|[i] = 1.

Se M[i] > g, temos que CENTER(S,i,g) = CENTER(S,7,g) e este é um palindromo,

logo M[i] > g. Porém, nao temos informagao para delimitar superiormente o valor de M{i] pois
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a string CENTER(S, ¢/, M[i'] + 1) ultrapassa os limites de CENTER(S, k, M [k]), e portanto nao pode
ser comparada com CENTER(S, i, M[i'] + 1). O

A proposi¢do nos mostra uma forma de usar valores anteriormente calculados para otimizar o
célculo de M [i]. Note que no primeiro caso, quando M|[i'] < g, conseguimos calcular M|i] s6 usando
valores calculados, e no segundo caso, quando M[i’] > g, podemos comecar x de k+ M[k] — i.
Entao, ao tentar maximizar o valor inicial de x, é interessante escolher k ja calculado que maxi-

mize k + MIk].

1.3 Algoritmo

Cdédigo 2 Caélculo dos alcances em tempo linear

1. k=-1

2: fori=1to |5]:

3: if k# —1and k+ M[k] > i and i + M[2k —i] < k+ MIk] : > Caso (a)
4: M]i] = M2k — 1]

5: else

6: if k# —1and k+ M[k] > i : > Caso (b)
7: I‘Zk%»M[k‘]*’L'

8: else > Caso (c)
9: z=0

10: whilei—z>1and i+x < |S|and S[i —z—1]=S[i+z+1]:

11: z+=1

12: Mli] =z

13: k=1

O algoritmo no Cédigo 2 utiliza essas ideias para calcular o vetor M. Iremos mostrar que a

varidvel k guarda um indice que maximiza o valor k + M[k], ou —1 na primeira iteracao.

1.3.1 Correcao

O caso (a), quando a primeira parte da Proposi¢ao 1.2.1 vale, ¢ identificado pelo if da linha 3.
Nesse caso o valor de M[i] ja é calculado usando apenas M |2k — i] e nada mais precisa ser feito.

Os dois casos restantes sdo: (b) quando a segunda parte Proposi¢ao 1.2.1 se aplica e (c) quando
esta proposi¢do nao se aplica pois nenhum alcance anterior cobre i. Note que em ambos os casos
temos uma cota inferior para x e entdo aumentamos = a partir desta cota. No caso (b), a cota
é k+ MIk] — i e esse caso ¢é tratado no if da linha 6. Note que se a condigao desse if for satisfeita,
entdo i + M[2k —i| > k + M{[k] (pois a condigdo do if da linha 3 nao foi satisfeita), logo a segunda
parte da proposigao se aplica. No caso (c), a cota é 0 e esse caso é tratado no else da linha 8. Em
ambos estes casos o while da linha 10 aumenta x enquanto possivel, como no cédigo anterior, e
esté correto pela Proposicao 1.1.1.

Resta mostrar que o valor de k é atualizado corretamente. No caso (a) temos que

i+ Mli] =i+ M[2k—i] <i+k+ Mk —i=Fk+ M[k],
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logo o valor de k nao deve ser atualizado. No caso (c), claramente k deve ser atualizado, e no caso
(b) temos que
i+ M) >i+k+ Mk] —i=Fk+ M[k],

pois pela segunda parte da Proposigao 1.2.1 vale que M[i| > k + M[k] — i, logo podemos atualizar k.

A linha 13 entao atualiza k corretamente em ambos estes casos, e o codigo esta correto.

1.3.2 Complexidade

Resta mostrar que o algoritmo leva tempo linear. O for da linha 2 realiza | S| iteragoes, e, exceto
pelo while da linha 10, todas as operagoes levam tempo constante, totalizando tempo linear.

Para analisar o tempo do while, vamos considerar como o valor de k + M[k] muda durante o
algoritmo. Quando tratamos o primeiro caso, este valor ndo muda. Ao tratar os outros casos, esse
valor muda pois mudamos k para i na linha 13. Como discutido anteriormente, no caso (b) temos
que i + M[i| > i+ k+ M[k] —i =k + M|[E], e no caso (c) temos que i + M[i| > i > k + M|[k] pois
nesse caso o intervalo de k nao cobre i. Logo, a atribuicdo na linha 13 nunca diminui o valor
de k + M|k

Além disso, toda iteracao do while aumenta o valor de x, e pela linha 12 sabemos que x ao final
do while ¢ o valor de M[i]. Entdo, devido & linha 13, cada iteragdo do while aumenta em 1 o valor
de k + MIk] ao final da iteragdo. Pela prépria definigdo de alcance temos que k + M[k] < [S], e
portanto o nimero de itera¢oes do while entre todas as iteragoes do for nao excede |S|, e o tempo

total consumido pelo algoritmo é O(|S5]).

1.4 Palindromos pares

Para conseguirmos informacdes sobre os palindromos de tamanho par, é possivel criar um vetor
que na posic¢ao i guarda qual o maior palindromo par centrado em i (um palindromo par tem dois
centros, entao ¢ preciso escolher um deles). As Proposicoes 1.1.1 e 1.2.1 podem ser adaptadas para
palindromos pares, e assim também o algoritmo.

Entretanto, é possivel modificar a string S de forma que possamos usar o mesmo algoritmo
(Cédigo 2) para encontrar palindromos pares. Para transformar um palindromo par em um impar,
é possivel apenas adicionar um caractere qualquer apés metade dos caracteres desse palindromo.
Esse novo caractere serd o centro de um palindromo impar. Como nao sabemos o centro dos
palindromos, adicionamos um mesmo caractere entre todos os caracteres adjacentes.

Considere a string FILL(S) = S[1]$S5[2]$ ... $S][|S|], ou seja, a string S com caracteres $ inseridos
entre todos os caracteres. Se S[i..j] é um palindromo, entdo a substring FILL(S)[2{ — 1..25 — 1]
também é um palindromo, e este palindromo em FILL(S) tem comprimento impar, independente
se tinha comprimento par ou impar em S. Observe que, se o palindromo era impar, entdo o centro
do novo palindromo continua o mesmo, mas se o palindromo era par, o novo centro é o caractere $
entre os dois centros originais.

Os novos palindromos, entretanto, tém comprimento maior que na string original. Se M ¢é o
vetor de alcances calculado para a string FILL(S), temos que, para todo 1 < i < |S|, a posicdo ¢

tem alcance {M[Qg_lw, ou seja, a substring S[i — {%J Lt {%J] ¢ o maior palindromo
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impar com centro em 4. Além disso, para cada $§ em FILL(S), ou seja, em toda posi¢do par i = 2k
de F1LL(S), se M[i] > 0, entdao S[k — Pgﬂ +1..k+ [M7MM ¢ o maior palindromo par de S com
centros k e k + 1.

Com essas informagoes, é possivel usar o algoritmo aplicado a FILL(S) para ter a informacao
sobre todos os palindromos de S. Note que |[FILL(S)| = 2|S|—1, entdo o consumo de tempo continua

linear.

1.5 Usos

Com o vetor M calculado, é possivel descobrir o tamanho da maior substring de .S que é um
palindromo em tempo linear. Basta verificar, para todos os centros, qual o maior palindromo com
aquele centro. Além disso, dados dois indices i e j, é possivel, em tempo constante, determinar
se S[i..j] é um palindromo. Basta calcular qual seria o centro desse palindromo, e verificar, na

posicao correspondente de M, se esta substring é um palindromo.



Capitulo 2

Tries

2.1 Definicao

Uma arborescéncia é uma arvore enraizada com arestas saindo da raiz, ou seja, um digrafo
aciclico em que cada vértice tem grau de entrada no méximo 1, e existe um caminho da raiz para
cada outro vértice. Dizemos que um vértice é uma folha se tem grau de saida 0. Dizemos que um

vértice é interno se ndo é nem a raiz nem uma folha.

Definicao. Uma trie é uma arborescéncia na qual cada aresta estd associada um caractere, e de

um mesmo noé ndo saem duas arestas associadas ao mesmo caractere.

A todo né de uma trie associa-se uma string que consiste da juncdo dos caracteres de todas
arestas no caminho da raiz a esse né. As strings de todos os nés sao diferentes.

Uma trie T é utilizada para armazenar um conjunto de strings S. Para tanto, alguns nds de T'
sao marcados e o conjunto de strings representado por T é o conjunto de strings associadas aos nds
marcados.

Dizemos que o tamanho de um conjunto de strings S = {S1,..., S} é a soma dos tamanhos de

k
suas strings, ou seja, Y. |S;|.
i=1

2.2 Insercao

Se queremos que a string P tenha um né associado a ela em T', existe um jeito tinico de adiciona-la
a trie. Basta comecar pela raiz de T' e percorrer as arestas P[1],..., P[|P|], criando-as se necessario.
Esse procedimento leva tempo O(|P||X|) ou O(|P|lg|X|), dependendo da implementagao.

Deve-se marcar os vértices associados a cada uma das strings de S. Em geral estes sao folhas,

exceto se alguma string de S é prefixo de outra, como por exemplo no caso de oi na Figura 2.1.

2.3 Implementacao

A grande dificuldade na implementacao de uma trie T para S é decidir como guardar a arestas
a partir de um vértice. O jeito mais simples é guardar, para cada n6, um vetor de |X| posigdes com

apontadores para outros noés, cada um associado a uma aresta. Os consumos de tempo mencionados
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Figura 2.1: Uma trie T para S ={mamata, mata, oi, oito, omar}.

no futuro levardo em conta essa forma simples de representar uma trie. Essa implementacio gasta
espago O(n|X|), onde n é o tamanho de S. Nesse caso cada acesso a uma aresta (ou mesmo descobrir
se uma aresta especifica existe) leva tempo O(1).

Outra forma de guardar as arestas pode ser com uma lista ligada ou um vetor, guardando
apenas a informagao das arestas existentes, nesse caso a estrutura gastaria espago O(n) mas os
acessos levariam no pior caso tempo ©O(|X|). Uma forma melhor seria usar uma arvore de busca
binédria balanceada (ABBB), j4 que os caracteres sdo comparaveis. Isso consumiria espago O(n) e
tempo O(lg |X|) por acesso.

Usamos que v(c) é o filho do vértice v pelo caractere ¢, ou null se nao existir tal filho. Usamos
que new node() cria um novo né com lista de adjacéncia vazia e ndo marcado, e que u.mrk é um
campo booleano que indica se tal n6 é marcado. A fun¢do ADD(r,S) entdo adiciona a string P a

trie com raiz r.

Cdédigo 3 Adicao em trie
function ApD(r, P)

1:

2 v=r

3 for ce P[1..|P|] :

4: if v(c) = null :

5 v(c) = new node()
6 v =1uv(c)

7

v.mrk = true

Utilizando a implementagao de listas de adjacéncia com vetores, é possivel implemen-
tar new node() em tempo O(|X|), e entao esse cddigo consome tempo O(|P||X]). Comecando r
como um vértice vazio, e utilizando a fungdo ADD(r,S) para toda string S € S, é entdo possivel
criar uma trie para S em tempo O(n|X|), onde n é o tamanho de S.

A func¢édo no Cédigo 3 funciona pois, como discutido na Se¢ao 2.2, percorre o caminho indicado
pela string P, caractere por caractere, e a linha 5 cria os vértices e arestas necessarios quando este

caminho nao existe.



TRIES UTILIDADES

2.4 Utilidades

Com uma trie 7" para um conjunto de strings S = {S1, ..., Sk}, é possivel, dada uma string P,
saber se P é alguma das strings de S em tempo O(|P|), ou seja, independente do tamanho de S.
Para fazer isso, basta seguir em 7" o caminho P[1],..., P[|P|], se possivel. Se for possivel chegar ao
final e 0 né final for um dos nés marcados de T', entdo P € S. Se analisarmos o tdltimo né que foi
possivel alcancar, este determina o maior prefixo comum de P e alguma string de S.

A fungao LCP(r, P) faz exatamente isso, determinando o maior prefixo comum da string P com
a trie T de raiz r. Para descobrir se P € S, basta verificar se o retorno é |P| e o tltimo vértice

alcancado estd marcado.

Cdédigo 4 Maior prefixo comum em trie
function LCP(r, P)

1:

2 V=T

3 for i =1 to |P|:
4: if v(P[i]) = null :
5 return ¢ — 1
6

7

v = v(Pli)

return |P|
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Capitulo 3

Aho-Corasick

Neste capitulo vamos apresentar wum algoritmo que recebe um conjunto de
strings S = {S1,..., Sk} de tamanho n e uma string P, e determina, para cada S; € S, quais sdo
suas ocorréncias em P. Seja 1" uma trie para o conjunto S e r sua raiz.

Com T, é possivel descobrir quais strings de S sao prefixos de P em tempo O(|P]). Com isso é
possivel encontrar todas as ocorréncias de strings de S em P em tempo O(|P|?), usando esse mesmo
algoritmo para todos os sufixos de P.

O algoritmo apresentado nesse capitulo é conhecido como Aho-Corasick e foi criado por Alfred
V. Aho and Margaret J. Corasick [AC75]. Com preprocessamento de 1" que consome tempo O(n|X|),
similar ao preprocessamento do algoritmo KMP, conseguimos com esse algoritmo buscar todas as
ocorréncias das strings de S em P em tempo O(|P| + z), onde z é o nimero de ocorréncias de

strings de S em P.

3.1 Link de falha

Para cada né v de T, defina S(v) como a string associada a v em T, e d(v) = [S(v)| sua
profundidade. Para cada né v # r, seja f(v) o né u com maior d(u) tal que S(u) 3 S(v). Ou seja,
o n6 de maior profundidade cuja string associada é sufixo préprio de S(v).

Note que a string vazia associada a raiz ¢ um sufixo proprio de todas outras strings, assim f(v)
existe para todo v # r. O valor f(v) é chamado de link de falha de v.

A Figura 3.1 mostra a trie da Figura 2.1 com todos os links de falha que ndo apontam para a
raiz desenhados. Note que um link de falha ndo necessariamente aponta para um ancestral do né.

O seguinte algoritmo calcula corretamente o valor de f(v), se v ndo é filho da raiz. Seja c(v)
o caractere associado a aresta que entra em v e p(v) o pai de v em T. Também assuma que v(c)
¢é o filho de v por uma aresta de caractere ¢, ou null se esta ndo existir. Se v ¢é filho da raiz,
entao f(v) =r.

Note que AUXILIARYLINKS(v) precisa que os valores de f ji estejam calculados para o pai de v,
e todos os outros vértices com profundidade menor que a do pai de v. E possivel conseguir isso se
calcularmos os valores de f na mesma ordem que descobrirmos os vértices usando uma busca em
largura (BFS) a partir da raiz. Quando estamos analisando um né, todos com distdncia menor ja

foram analisados.

11



AHO-CORASICK LINK DE OCORRENCIA

a4
é

Figura 3.1: Trie T com links de falha.

function AUXILIARYLINKS(v)
f(v) = f(p(v))
while f(v) # r and f(v)(c(v)) = null :
f(v) = f(f(v))
if f(v)(c(v)) # null :
f(v) = f(v)(e(v))

3.2 Link de ocorréncia

Para descobrir as ocorréncias das strings de § em P, devemos processar um a um cada caractere
de P. Apés analisar o caractere P[i], estaremos no né v; tal que S(v;) é o maior prefixo de alguma
string de S que é sufixo de P[1..4]. Se para algum i temos que v; estd marcado em 7', entdo temos
uma ocorréncia da string S(v;) que acaba na posi¢ao ¢ de P. Mas essa nao é a tunica situagdo em
que temos ocorréncias.

Se algum sufixo préprio de S(v;) for uma string em S, entdo essa string também ocorre em P
acabando na posi¢do i, mesmo que o ndé v; ndo seja um né marcado. Por exemplo, na trie da
Figura 3.1, para o texto P = amamatax, S(v7) = mamata, mas além da ocorréncia dessa string,
também existe a ocorréncia de mata na mesma posicao.

Para verificar esse tipo de ocorréncia, para cada n6é v de T, defina N(v), o chamado link de
ocorréncia, como o né u com d(u) maximo tal que S(u) J S(v) e u estd marcado, ou null se tal
né nao existe. Ou seja, N(v) é o primeiro vértice atingivel “caminhando” pelos links de falha que é
um né marcado. Assim se, ao analisar P[i], estamos no né v; e N(v;) # null, entdo uma ocorréncia
de S(N(v;)) termina na posicao ¢ de P.

Dessa forma, “caminhando” pelos links de ocorréncia de v;, conseguimos determinar todas as
strings de S que tém uma ocorréncia em P terminando na posicdo i, em tempo proporcional ao
numero de tais ocorréncias (pois cada link de ocorréncia leva para uma ocorréncia e leva tempo O(1)
para ser percorrido).

Calcular esses links é facil. Basta adicionar ao final da rotina AUXILIARYLINKS(v)

12
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7: if f(v).mrk = true :
8: N(v) = f(v)

9: else

0. N() = N(f(v))

3.3 Preprocessamento dos links auxiliares

A construcao dos links de falha e de ocorréncia pode ser feita da seguinte forma, dado que a trie

para S ja estd construida.

Cédigo 5 Preprocessamento do algoritmo de Aho-Corasick

L Q={} > fila vazia
2: force ¥

3: if r(c) # null :

4: Q.push(r(c))

s () =1

6: N(r(c)) = null

7. while @ # {} :

S u=Qypop)

9: force ¥ :

10: if u(c) # null :

11: AUXILIARYLINKS(u(c))
12: Q.push(u(c))

Teorema 3.3.1. O algoritmo apresentado no Cédigo 5 calcula corretamente f e N para todo né v

da trie T cuja raiz € r.

Demonstragdo. Seja T a trie. O algoritmo realiza uma BFS nos nés de T, e aciona AUXILIARY-
LiNKS(v) do né v no momento em que adiciona v a fila da BFS. Nesse momento, os links do pai
de v e de todos vértices com distancia a raiz menor ja foram calculados.

Vamos usar que, se S é uma string, entdo POP(S) := S[1..|S|—1], ou seja, a string S removendo-
se seu ultimo caractere.

Vamos provar inicialmente que f é calculado corretamente. Como Popr(S(v)) = S(u), onde u
¢ o pai de v, temos que Por(S(f(v))) 3 S(f(w)) 3 S(u), ou seja, para encontrar f(v), devemos
encontrar o maior sufixo préprio de S(u) cujo né tem um filho com aresta associada a c(v).

Queremos entdao mostrar que o while nas linhas 3-4 de AUXILIARYLINKS(v) itera por todos os
sufixos proprios de S(u) que tém nés em 7T, em ordem decrescente de tamanho. Se mostrarmos
isso, entao o algoritmo escolhe o maior deles que também satisfaz a restricao adicional, e portanto a
resposta esta correta. Note que se a resposta for a raiz, como d(v) > 1, entdo ndo existe nenhum tal
prefixo que satisfaca a segunda condicao do while, logo o algoritmo também funciona corretamente.

Observe que f(v) é inicializado com f(u). Como assumimos que este estéd calculado corretamente,
ele é o maior sufixo préprio de S(u) em T pela defini¢ao de f. Note que d(f(w)) < d(w), para todo
né w. Logo o while estéd iterando em ordem decrescente de tamanho dos sufixos. Como f(w) é
sempre o maior sufixo préprio de S(w), nenhum sufixo de S(u) vai deixar de ser visitado, logo

o while itera por todos sufixos de S(u) e calcula o valor de f(v) corretamente.

13
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Para calcular N(v), devemos encontrar o primeiro né entre f(v), f(f(v)),...,r que é mar-
)

cado. Se f(v) estd marcado, entdo N(v) = f(v), caso contrério, N(f(v)) é o primeiro né marcado
em f(f(v)),...,r, e entdo é o primeiro né marcado em f(v), f(f(v)),...,r.

O]

Complexidade. O algoritmo apresentado no Cédigo 5 calcula os valores de f e N para todos os

nds em tempo O(n|3]).

Demonstracdo. O lago da BFS claramente é executado uma vez para cada nd, e o laco interior é
executado |X] vezes. Logo o tempo é Q(m]|X|), onde m é o ntimero de vértices da trie, que é O(n).
Vamos mostrar que o célculo dos valores de f e N levam no total tempo O(n). Assim o tempo total
fica O(n|X]).

O célculo de N(v) claramente leva tempo O(1) para cada né da trie. Para S € S, se-
S

jam vy, ..., vg os noés associados a cada prefixo de S em T. Seja w; o numero de iteragoes do
while nas linhas 3-4 de AUXILIARYLINKS para calcular f(v;). Temos que 0 < d(f(v;)) < d(v;) para
todo i, e d(f(vit+1)) < d(f(v;)) + 1, pois o valor de f apenas “avanga” no méximo uma vez por nd
na linha 6 de AUXILIARYLINKS(v). Além, para cada iteracdo do while, d(f(v;)) diminui de pelo

menos 1, e para isso é necessario que tenha aumentado por essa quantidade em iteracdes anteriores.
1S3 s

Entao temos que ZQu)Z- <|S|.
1=

k |S] k

Dessa forma > > wfi < > |Si| = n, e o tempo total para calcular f é O(n). Logo o tempo
=1 j:2 =1
total do preprocessamento é O(n|X)|). O

3.4 Busca

Como discutido no inicio da Secao 3.2, para determinar as ocorréncias de S em P devemos,
apds processar o caractere P[i], estar no né v; tal que S(v;) J P[1..4] e d(v;) é maximo. Para isso
usamos os links de falha, similarmente a como sdo usados no algoritmo AUXILIARYLINKS(v). Ao
processar P[i], queremos encontrar o maior sufixo de S(v;—1) que tem P[i] como préximo caractere

(em alguma string de §). Para isso, basta usar os links de falha para iterar por todos esses sufixos.

Cédigo 6 Busca do algoritmo Aho-Corasick
1l u=r
2: for ce P[1..m] :
3: while u # r and u(c) = null :

4: u= f(u)

5: if u(c) # null :

6: u = u(c)

T: if umrk = true :

8: reportar ocorréncia de u
9: r=u

10: while N(z) # null :

11: x = N(x)

12: reportar ocorréncia de x

14
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Figura 3.2: Links de falha.

3.4.1 Contagem de ocorréncias

O algoritmo apresentado no Cddigo 6 determina todas as ocorréncias das strings de S em P, e
leva tempo O(|P|+ z), onde x é o nimero de tais ocorréncias. Mas x é O(|P|k), onde k é o nimero
de strings em S. Um caso ruim por exemplo é S = {a,aa,...} e P =aaa...aa, mas é claro que
existem muitos outros casos menos 6bvios em que = é O(|P|k).

Por isso pode ser 1til determinar apenas quais strings de § ocorrem no texto P, ou ainda mais
informagcao, como o nimero de ocorréncias de cada string de S em P. Adicionando um passo ao
preprocessamento mostrado no Cédigo 5 é possivel desenvolver um algoritmo muito similar ao de
busca que calcula o niimero de ocorréncias de cada string de S em P em tempo O(n + |P|), onde n
¢é o tamanho de S§. Note que esse tempo independe do nimero de ocorréncias.

Para cada né v de T que nao é a raiz, crie uma nova variavel o(v), inicializada com 0, que ao
final do algoritmo vai armazenar o nimero de ocorréncias de S(v) em P.

No Cédigo 6, se substituirmos as linhas 7-12 pelo cdigo abaixo, o célculo dos valores o(v) é
feito corretamente, pois na i-ésima iteracao v é o vértice com d(v) maximo tal que S(v) J P[1..1], e
dessa forma os vértices u de T tais que S(u) J P[1..14] sdo todos os vértices atingiveis por v usando
os links de falha.

5:

6: Tr=u

T: while x # r :
8: o(x)+=1
9: x = f(x)

Observe que poderiamos, durante essa busca, apenas incrementar o(u), e depois de feita a busca,
“propagar” todos esses valores ao mesmo tempo pelos links de falha. A Figura 3.2 destaca os links
de falha da trie da Figura 3.1, novamente sem mostrar os links para a raiz.

Considere um grafo Ty com os mesmos vértices da trie 7', mas onde as arestas sao os links de

falha de T'. Esse grafo é uma arvore, pois de cada nd exceto a raiz sai apenas um link de falha, e os
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TS

a1 ag 11 mi 01 rp; to fts3
az a5 ag mp m3 O2 t1

Figura 3.3: Arvore dos links de falha.

links de falha sempre apontam para vértices com valor de d menor, logo nao hé ciclos. A Figura 3.3
mostra como fica a arvore Ty do exemplo de trie da Figura 3.2.

Note que precisamos acumular os valores de cada né para todos seus ancestrais nessa nova arvore,
ou seja, para cada né u, queremos calcular o'(u) = Y o(v) para todo v descendente de u em T}.
Um modo de fazer isso é, durante o preprocessamentovde T, guardar uma lista de adjacéncias para
cada cada vértice u que indica todos os vértices v tais que f(v) = u. Depois, com uma busca em
profundidade, é possivel acumular os valores de o(u).

Porém, existe um jeito um pouco mais facil de fazer isso, que dispensa guardar listas de ad-
jacéncias para cada né. Note que, no preprocessamento de T, visitamos seus ndés em ordem da
distancia a raiz, e essa ordem é uma ordenacao topologica da arborescéncia associada a Ty, pois os
links de falha sempre apontam para nés com distancia menor a raiz. Se durante o preprocessamento
guardarmos essa ordem, podemos acumular os valores de o(u) para todo né u usando apenas um
laco.

No Cédigo 5, basta que, ao adicionar um né na fila ), também o adicionemos a um vetor top.
Agora, top tem a ordenacdo topolégica da arborescéncia associada a Ty. Entdo, para contar o

nimero de ocorréncias, basta usar esse vetor em um algoritmo similar ao do Cédigo 6.

Cddigo 7 Contagem de ocorréncias

1. u=r
2: for ce P[1..m] :

3: while u # r and u(c) = null :
4 u=f(u)

5 if u(c) # null :

6: u = u(c)

7 o(u) +=1

8:

9: for i = |top| down to 1 :

10: o(f(topli])) += o(topli])

As linhas 1-7 contam, para cada né u de T, quantas vezes o algoritmo de busca visita o né wu.

As linhas 9-10 acumulam os valores de 0. Podemos calcular o’ usando a recorréncia

o (u) = o(u) + Y _ o' (v)
v
onde a soma ¢ sobre os v tais que f(v) = u.

Invariante. No inicio da iteracdo i do for da linha 9, todos os walores de o estio calcu-

lados corretamente levando em conta os vértices topli + 1],...,topln — 1], ou seja, para todo
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vértice u, o' (u) = o(u) + Y. 0'(v), onde f(v) =u ev € {topli + 1],..., topn — 1]}.

v
Demonstragdo. Quando ¢ = n — 1, o invariante vale pois as linhas 1-7 calculam corretamente os
valores de o.
No comeco da iteracdo i, se a invariante vale, o for apenas atualiza o valor de o' do
vértice f(topli]), mas esse é o tnico vértice que tem top[i] como filho, logo o invariante continua

valendo no inicio da préxima iteragao. O

Entéo, no final do for, temos que os valores de o estao corretamente calculados. Note que nao
guardamos uma varidvel o/, mas isso nao influencia na corretude do cdédigo, pois esse valor fica

guardado no préprio o, j4 que na primeira iteracao o' (u) = o(u), para todo u.
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Capitulo 4

Arvores de sufixos

4.1 Introducao

4.1.1 Suffix tries

Tries sdo estruturas poderosas, mas guardam informagao apenas sobre os prefixos das strings da
colecao de strings que representam. Dada uma string P, se inserirmos todos os sufixos de P em uma
trie, cada caminho nessa trie representard um prefixo de um sufixro de P, ou seja, uma substring
de P. Se T é uma trie com todos os sufixos de P, dizemos que T' é a suffix trie de P.

Dessa forma, se queremos saber se uma dada string .S ocorre em P, basta checar se é possivel per-
correr o caminho S[1], .., S[|S]|] na suffix trie de P. Note que isso leva tempo O(]S|), independente
do tamanho de P.

4.1.2 Tries comprimidas

Definicao. Uma trie comprimida é uma arborescéncia na qual cada aresta tem um rétulo, que é
uma sequéncia de caracteres, de um mesmo no nao saem duas arestas cujo rétulo comeca com o

mesmo caractere, e todo no interno tem grau de saida pelo menos 2.

Uma trie comprimida é uma generalizacdo de tries em que as arestas podem ser rotuladas por
strings em vez de s6 por caracteres. Para construir uma trie comprimida a partir de uma trie,
“excluimos” os vértices internos com grau de saida 1, pois podemos juntar o rétulo da aresta que
sai deste com o rétulo da aresta que entra nele. A Figura 4.1 mostra como ficaria a trie comprimida
da Figura 2.1.

Note que a trie comprimida 7" de T' tem o mesmo ntimero de folhas que T'. Seja m esse niimero.
Como todo vértice interno de 7" tem pelo menos dois filhos, o nimero de vértices de 7" é no

maximo 2m.

mata ta ito mar

Figura 4.1: Exemplo de trie comprimida.
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4.1.3 Suffix tries comprimidas

Uma suffix trie comprimida de P é chamada de drvore de sufixos de P. Note que, para tries
comprimidas, apesar do nuimero de vértices ser ndao mais que o dobro do nuimero de strings na
trie (pois cada string gera no maximo uma folha), o tamanho total das strings nas arestas ainda é
proporcional ao tamanho total das strings na trie.

Porém, se temos uma arvore de sufixos de P, e uma aresta tem rétulo PJi.. j], entdo podemos
guardar apenas os indices i e j nessa aresta e, assim, como o ntimero de arestas é O(|P|), temos que
a arvore de sufixos de P pode ser armazenada em espago O(|P|.|X|), usando uma versdo adaptada
da representagao discutida na Secdo 2.3.

Queremos que cada sufixo de P esteja associado a uma folha dessa arvore, assim nao teremos que
marcar nés como em tries normais (haveria dificuldade ji que nem todo né da trie esta representado
nessa arvore). Um sufixo ndo tem uma folha associada quando é prefixo de outro sufixo. Uma
forma simples de forcar isso é criar a drvore de sufixos da string P$, onde $ é um caractere que nao
ocorre na string P. Dessa forma nenhum sufixo é prefixo de outro sufixo e cada sufixo tem uma
folha associada.

A Figura 4.2 mostra a arvore de sufixos da string abracadabra. Note que as arestas estao
indicadas como se guardassem uma substring inteira, mas na pratica vao guardar apenas dois

indices. O rétulo da aresta uv é mostrado no vértice v.

a bra cadabra$ dabra$ ra $
bra cadabra$ dabra$ $ cadabra$ $ cadabra$ $
cadabra$ $

Figura 4.2: Arvore de sufixos para abracadabra.

4.2 Representacao

Para construir a suffix trie de P, basta adicionar cada um dos sufixos de P$ em uma trie. Mas
se queremos criar diretamente a arvore de sufixos de P, existem dificuldades adicionais. E mais
complicado navegar na arvore pois em certo ponto podemos estar “no meio” de uma aresta, e as
vezes pode ser necessario “quebrar” uma aresta, para adicionar um vértice no meio desta.

Ao projetar algoritmos para tries, usavamos que u(c) era o filho de u por uma aresta rotulada
pelo caractere ¢, ou null se tal filho nao existisse. Para tries comprimidas, usamos que u.f[c] é o
filho de w por uma aresta cujo rétulo tem primeiro caractere ¢, ou null se tal filho ndo existir. Além
disso, é necessario guardar mais informacado sobre as arestas, e para a aresta uv guardamos essa
informacao no vértice v, ou seja, em cada né guardamos os dados sobre a aresta incidente neste.

Seja e = uw a aresta que chega em v. Guardamos em v.p o identificador de u. Os campos v.l e v.r
guardam os indices que determinam o rétulo P[l..r] da aresta e. Baseados nesses valores, escreve-

mos v.s[i] = P[v.l + i — 1] para acessar o i-ésimo caractere do rétulo de e, e len(v.s) = v.r —vl+1
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para o tamanho do rétulo de e, para deixar o cédigo mais limpo. Usamos new node(l,r,p) para
representar a criacdo de uma aresta que sai de p e tem rétulo P[l..r], se ligando a um novo vértice.
Como convencao a raiz ¢é inicializada com new node(1,0, null), ou seja, sua “aresta” estd rotulada
pela string vazia.

Seja T uma trie, e T, a trie comprimida associada. Para navegar em T, é suficiente guardar
uma variavel u que representa o né atual que o algoritmo estd analisando. Em T, usaremos duas
variaveis, cn e cd, onde cn é um vértice em T, e cd um inteiro que determina quantos caracteres do
rétulo da aresta de cn.p para cn ja percorremos. O par (¢n, cd) determina unicamente um vértice
em 7. Note que se cd = len(cn.s) entdo estamos exatamente no vértice cn, e ndo no meio de uma

aresta.

4.3 Construcao em tempo quadratico

O algoritmo no Cédigo 8 mostra como construir a drvore de sufixos de P em tempo O(|P|?),
usando meméria O(|P|.|X|). Apresentamos esse cdédigo aqui pois pode ser util para strings pequenas,
ja que é mais facil de entender e implementar que o c6digo que vamos apresentar na Secao 4.5, que
consome tempo linear. Ele também deixa claro como utilizamos a forma de representacao discutida
na Secao 4.2.

A funcdo BUILDSUFFIXTREEQUAD(P) constréi a arvore de sufixos da string P, adicionando
cada sufixo de P em uma trie comprimida. A arvore de sufixos inicialmente consiste s6 da raiz r,

inicializada como discutido acima.

Cddigo 8 Arvore de sufixos em tempo quadratico

1: function BUILDSUFFIXTREEQUAD(P)
2 P+='¥
3 fori=1to |P|:
4: ecn=r
5: cd=10
6 for j =i to |P|:
7 if ¢d = len(cn.s) and cn. f[P[j]] = null : > Nao é necessario quebrar a aresta
8 en. f[Plj]] = new node(j, |P|, cn)
9: break
10: if cd < len(cn.s) and cn.s[cd + 1] # Plj] : > Quebrando a aresta
11: mid = new node(cn.l, cn.l + cd — 1, cn.p)
12: cn.p. f[mid.s[1]] = mid
13: mid. flen.s[cd + 1] = en
14: cn.p = mid
15: end +=cd
16: mid.f[P[j]] = new node(j, |P|, mid)
17: break
18: if ¢d = len(cn.s) : > Percorrendo 1 caractere
19: cn = en. f[P[j]]
20: cd =0
21: cd +=1
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Figura 4.3: Insercao de mid.

Invariante. No inicio da itera¢io j do for da linha 6, o par (cn,cd) indica o né (na trie ndo

comprimida) que tem como string associada Pli..j — 1].

Demonstragao. Quando j = 4, o invariante vale pois a raiz é associada a string vazia e o par (cn, cd)
é iniciado corretamente nas linhas 4-5.

Suponha que o invariante vale no inicio da iteracao j. Os ifs das linhas 7 e 10 verificam se nao
existe caminho a partir do né atual com caractere P[j], e se algum deles executar, o for é terminado.

Se os ifs nao executarem, entdo se cd < len(cn.s) sabemos que o (cd + 1)-ésimo caractere na
aresta incidente em cn é P[j], e assim podemos incrementar c¢d em 1 para representar o vértice
associado a P[i..j]. Se cd = len(cn.s) sabemos que existe aresta com primeiro caractere Plj]
saindo de cn, assim as linhas 19-20 fazem cn apontar para o vértice no final dessa aresta, e cd é
inicializado com 0 e depois incrementado para 1, assim representando a string PJ[i. . j].

Assim os novos valores de (cn, c¢d) indicam o né associado a Pl[i..j|, e o invariante vale na

préxima iteracgao. O

Pelo invariante, temos que o for nas linhas 6-21 percorre o maior prefixo de P[i..|P|] que ja
estd na arvore de sufixos. Se este terminar normalmente, entao o sufixo P[i..|P|] j& estd na arvore

de sufixos, sendo os casos sao tratados pelos ifs das linhas 7 e 10 da seguinte forma:

Linha 7. Se ¢d = len(cn.s) e nenhuma aresta sai de ¢n com primeiro caractere P[j] entdo nao

existe caminho, e nesse caso basta criar uma nova folha apontada por cn associada ao su-
fixo P[j..|P|].

Linha 10. Se cd < len(cn.s) e o proximo caractere da aresta incidente em cn é diferente de P[j]
entdo ndo existe caminho, e nesse caso é necessario quebrar esta aresta em duas neste ponto,
sendo uma para os primeiros cd caracteres e outra para o restante. A partir do novo vértice,
cria-se uma aresta associada ao sufixo P[j..|P|]. Essa quebra de aresta é a parte mais
complicada do algoritmo, e sera explicada usando a Figura 4.3. Os links guardados na lista
de adjacéncia (variavel f) de cada vértice sao representadas com arestas cheias, e os links de

pai guardadas na variavel p sdo representadas por arestas pontilhadas.

Inicialmente apenas os links (3) e (6) existem. A linha 11 cria o vértice mid e o link (1). A
linha 12 apaga o link (3) e cria o link (2), pois apesar de criarmos mid como filho de cn.p,
na lista de adjacéncia desse vértice nao é atualizada pela funcdo new node. As linhas 13

e 14 fazem cn ser filho de mid, criando o link (5), apagando o link (6) e criando o link (4).
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banana$

(a) bananas

T

anana$ banana$ nana$

(¢) nanas

Uso
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anana$ banana$
(b) ananas

ana banana$ nana$

/N

na$ $

(d) anas

a banana$ na

(e) nas na$ $
(f) as
a banana$ na $
/N /\
na $ na$ $
/N
na$ $
(g) ¢

Figura 4.4: Construcao da arvore de sufixos de banana em tempo quadratico.

A linha 15 apenas atualiza o rétulo da aresta que chega em c¢n, removendo os cd primeiros

caracteres, e finalmente a linha 16 cria a nova folha e assim os links (7) e (8).

Logo, o sufixo PJi..|P|] é adicionado corretamente a arvore de sufixos. Como todos os sufixos
sao adicionados pelo for da linha 3, entdo a fun¢do BUILDSUFFIXTREEQUAD(P) funciona correta-
mente. Note que como adicionamos um caractere $ ao final de P, nenhum sufixo é prefixo de outro
sufixo, logo uma destas condi¢bes sempre acontece ao adicionar cada sufixo. A Figura 4.4 mostra
a construcdo de uma arvore de sufixos para banana usando o algoritmo apresentado nessa secao,

adicionando sufixo por sufixo.

4.4 Uso

O Cédigo 8 também mostra como percorrer a arvore de sufixos, e com isto ja é possivel determinar
se S ocorre em P em tempo O(]S|). Basta verificar se é possivel seguir o caminho S[1],...,S[|S]]

na arvore de sufixos de P. Se em cada vértice da arvore de sufixos guardarmos o ntimero de folhas
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que estao em sua subarvore (pode ser facilmente feito com uma busca em profundidade (DFS) em
tempo O(|P|.|X|)), também teremos o nimero de ocorréncias de S em P, pois cada folha alcancavel
indica uma ocorréncia no comeco do sufixo associado a esta folha. Aqui, estamos usando o fato de
nossa arvore ter uma folha para cada sufixo de P. Note que se o final de S estd no meio de uma
aresta, o numero de folhas atingiveis é o mesmo que se seguirmos essa aresta até o final.

E possivel ainda descobrir quais sdo essas ocorréncias em tempo proporcional ao niimero destas,
apenas percorrendo (com uma DFS, por exemplo) a subarvore do vértice que representa .S, pois o
numero de nés nesta subdrvore é proporcional ao niimero de folhas. Observe que devemos percorré-
la como uma arvore normal, ignorando que as arestas podem ter um rétulo extenso, assim cada
aresta é percorrida em tempo O(1) e o tempo de visitar as folhas fica proporcional ao ntimero destas.

Note que se tivermos uma arvore de sufixos de P, conseguimos realizar o mesmo que com o

algoritmo de Aho-Corasick, pois para um conjunto & = {S1,..., Sk} de strings, podemos descobrir
k

as ocorréncias de cada string de S em tempo O(Y_ |S;| + ), onde = é o nmero dessas ocorréncias,
i=1

usando o algoritmo descrito acima para cada uma das strings. Na proxima secdo apresentaremos
a criacdo de uma arvore de sufixos em tempo linear, e assim serd possivel atingir o mesmo tempo
que Aho-Corasick, sem precisar ter acesso as strings de S de anteméo. O cddigo, contudo, é mais

complicado que o do Aho-Corasick.

4.5 Construcao em tempo linear

O primeiro algoritmo para criacdo de arvores de sufixos em tempo linear foi proposto por Wei-
ner [Wei73], mas o algoritmo que apresentaremos serd o algoritmo de Ukkonen [Ukk95], por ser
mais simples.

A ideia deste algoritmo é adicionar um prefixo de P por vez, segundo a or-
dem P[1..1],P[1..2],...,P[1..|P|]. Dessa forma temos um algoritmo online, ou seja, ndo é ne-
cessario ter a string P inteira inicialmente. Ela pode ser dada caractere por caractere.

Vamos definir T; como a arvore de sufixos para P[1..j]. Na j-ésima iteracdo, temos 7j_; e que-
remos, a partir desta, construir Tj. Para isso adicionamos os sufixos P[1..j], P[2..j],...,P[j..Jj],
nesta ordem. Para 1 < i < j, ao adicionarmos PJi.. j], dizemos que estamos realizando a i-ésima
extensdo na j-ésima iteragdo. Note que, pela descricdo, esse algoritmo leva tempo O(n?), potenci-
almente pior que o algoritmo simples descrito na secdo anterior. Mas com algumas otimizacoes é

possivel diminuir seu tempo para O(n).

Definicao. Dizemos que uma string S estd na drvore de sufizos T se existe um caminho a partir

da raiz de T' no qual a string associada € S.

Lema 4.5.1. Se alguma string S estd na drvore de sufizos T, entdo todos os sufixos de S também

estao.

Demonstragdo. Como T é uma arvore de sufixos de alguma string P, a string S é uma substring
de P (pois todo caminho a partir da raiz de T' representa uma substring de P). Mas todo sufixo

de S também é uma substring de P, e assim esté representado em 7. O
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Lema 4.5.2. Para 1 < i < j, se 0 né associado a Pli..j] é uma folha em Tj, entio Pli..j+ 1]
nao estd representado em Tj. Ao adicionar Pli..j+ 1], esse também serd associado a uma folha

no final da (j + 1)-ésima iteragao.

Demonstragao. Como Pli..j] C Pli..j+ 1], o caminho para P[i..j + 1] passa pelo né associado
a P[i..j]. Mas este é uma folha, logo P[i..j + 1] nao estd em T}.

Ao ser adicionado, P[i..j + 1] é uma folha, pois basta adicionar o caractere P[j + 1] na aresta
que chega na folha de P[i..j|. Para mostrar que este vértice continua uma folha ao final da (j + 1)-
ésima iteragdo, basta mostrar que nenhuma outra string adicionada nessa iteracao tem PJi.. j + 1]
como prefixo. Suponha que P[i..j + 1] C Plk..j + 1], para algum k. Entdo Pl[i..j] C Plk..j].
Mas P[i..j] é uma folha, e P[k..j] é uma string maior que P[i..j] que tem esta como prefixo, o

que leva a uma contradigdo pois Plk..j] ja estava em Tj. O

Ao executar a i-ésima extensdo na j-ésima iteragdo, estamos adicionando a substring PJi.. j]
a Tj_1. Entdo claramente ja existe caminho associado a P[i..j — 1]. Logo resta apenas adicionar

o caractere P[j] a esse caminho. Existem quatro casos possiveis:

Caso 1. O caminho P[i..j] ja existe em Tj_;. Nesse caso nada precisa ser feito.

Caso 2. O caminho PJi..j— 1] termina em um vértice nao-folha. Nesse caso basta criar uma folha

conectada a esse vértice por uma aresta associada a P[j].

Caso 3. O caminho PJ[i..j — 1] termina em uma aresta (pois as arestas de uma arvore de sufixos
podem ser associadas a rétulos com mais de um caractere). Nesse caso, é necessario “quebrar”
a aresta, ou seja, criar um vértice interno no meio dessa aresta e, a partir deste ponto, é como

no caso anterior.

Caso 4. O caminho P[i..j — 1] termina em uma folha. Nesse caso basta apenas “estender” essa

folha, ou seja, aumentar em um o tamanho da aresta que chega nessa folha.

Teorema 4.5.3. Para 1 < i < j, seja C(i,7) o caso que ocorreu na i-ésima extensdo da j-ésima
iterag¢do. Para todo 1 < j < |P|, a sequéncia C(1,7),C(2,7),...,C(j,j) se comporta da sequinte

maneira:
e Ha um prefizo de 4’s.
o Apds esse prefizo, hd uma sequéncia de 3’s ou 2’s.
e Apds essa sequéncia, hd um sufizo de 1’s.
Além disso, para j > 1, C(i,j) =4 se e somente se C(i,j — 1) # 1.

Demonstracao. Vamos provar o teorema por inducdo em j, ou seja, vamos provar por inducao em j
que a sequéncia C(1,7),...,C(j,7) satisfaz os trés itens do teorema e a observa¢do que segue. A
base, j = 1, é facil: a arvore T s6 tem a raiz entdo C(1,1) = 2, pois considera-se que a raiz nao é
uma folha, mesmo quando sozinha.

Para j > 1, suponha por inducdo que C(1,57 — 1),...,C(j — 1,j — 1) satisfaz as condigdes do

teorema. Vamos mostrar que as condi¢oes valem para j. Para 1 <i < j, se C(i,j — 1) = 4, pelo
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Lema 4.5.2 temos que C(7,j) = 4 também. O mesmo vale se C(i,j — 1) € {2,3}, pois esses casos
levam & criacdo de folhas. Entdo o prefixo de 4’s, 3’'s e 2’s de C(1,5 — 1),...,C(j — 1,5 — 1)
correspondem a um prefixo de 4’s de C(1,7),...,C(j — 1, 7).

Para 1 < ¢ < j, o Lema 4.5.1 nos diz que se P[i..j] estd na &rvore de sufixos,
entdo P[i+1..j],...,P[j..j] também estdo. Isso é equivalente a dizer que se C(i,j) = 1,
entao C(i+1,7) =---=C(j,7) = 1, logo, a sequéncia de 1’s forma um sufixo.

Note que resta apenas mostrar que C(i,j) # 4 se C(i,j —1) = 1 ousei = j. Se i = j, isso
vale pois P[i..i — 1] termina na raiz, que ndo é uma folha. Se i < j entdo, se C(i,j — 1) = 1,
temos que a string P[i..j — 1] j& estava na arvore T;j_» quando foi inserida na i-ésima extensao
da (j — 1)-ésima iteragdo. Assim Pli..j—1]=Pli—k..j—1— k|, para algum k& > 0, e nesse
caso Pli—k..j—1—k]JC Pli—k..j—1]. Logo P[i..j — 1] ndo é uma folha e C(i,j) # 4. O

Com esse teorema, é possivel realizar apenas O(|P|) extensoes para criar Tip|- As operagoes
feitas no caso 4 podem ser feitas automaticamente. Basta, nas folhas, em vez de guardar [ e r
normalmente para indicar a string P[l..r], no valor de r guardarmos um valor especial (como —1
ou algum valor maior que |P|) indicando que o valor real de r é o niimero da iteragao atual. Porém,
80 € necessario que o comprimento do rétulo sempre seja maior ou igual ao valor que teria se r
fosse igual ao numero da iteragdo atual. Logo, podemos guardar |P| nos valores de r da folha. O
algoritmo funcionard e esses campos estardo corretos quando o algoritmo acabar.

Dessa forma, ndo é necessario fazer nada no caso 4. Precisamos apenas comecar da primeira
ocorréncia do caso 1 da iteracdo j—1, ou de j se o caso 1 ndo tiver ocorrido na iteracao j—1. Quando
ocorre um caso 1 na iteragdo j, sabemos que todas as préximas extensoes nessa iteragao serdao do
caso 1. Portanto nao é necessario executar o resto da iteragdo e podemos ir para a iteragao j + 1.
Assim, no maximo um indice de extensao é analisado em duas iteragdes consecutivas (se ocorreu
caso 1 na primeira destas iteragoes), e executamos no maximo 2| P| extensoes entre todas as iteragoes.

O Cédigo 9 mostra como criar uma arvore de sufixos para uma string P em tempo linear. O for
na linha 5 executa cada uma das iteragoes e o while na linha 6 executa cada uma das extensoes.
A otimizacao discutida acima estd implementada, e assim sdo feitas apenas O(|P|) extensoes. As
variaveis cn e cd sdo usadas como anteriormente para navegar pela arvore. O novo campo v.suf,
chamado de link de sufizo de v, representa, para um vértice interno (néo-folha e nao-raiz) v associado
a Pli..j], o vértice u associado a P[i+ 1..j], ou seja, & string de v sem o primeiro caractere. Esse
valor é usado para navegar mais rapidamente pela arvore, como mostraremos adiante. A variavel ns
é uma variavel auxiliar na criacdo dos links de sufixo, e indica o tnico nd interno que estd com o
valor de suf indefinido, quando ha um.

A Figura 4.5 mostra a construcio da arvore de sufixos de banana com o algoritmo do Cédigo 9,
mostrando o resultado depois de cada extensdo realizada. Os numeros em parénteses mostram
respectivamente a extensdo e a iteracdo atual. A arvore é mostrada com as aplicagoes do caso 4
implicitas, ou seja, apesar de as folhas terem valor de r como |P|, mostramos como se o valor fosse

o da iteragao atual.
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Cdédigo 9 Arvore de sufixos em tempo linear

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:

27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:

36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:

function BUILDSUFFIXTREE(P)

P+: c$a

r = new node(1,0,null)
(i, cn, cd, ns) = (1,r,0, null)
for j =1 to |P|:

while 7 <

if ¢d = len(cn.s) and cn. f[P[j]] # null :

7

cn = cn. f[Plj]]
cd =0

if cd < len(cn.s) and cn.s[cd + 1] = PJj] :

cd+=1
break
if cd = len(cn.s) :

en.f[Plj]] = new node(j, |P|, cn)

if en#r:

else

mid = new node(cn.l, cn.l + c¢d — 1, cn.p)
en.p. fmid.s[1]] = mid
mid. flen.s[cd + 1] = en

cn = cn.suf
cd = len(cn.s)

cn.p = mid
end4+=cd

mid.f[P[j]] = new node(j, |P|, mid)

if ns # null :

while g < j and g + len(cn. f[Plg]].s) < j :

ns.suf = mid

cn = mid.p
if cn#1r:
cn = cn.suf
g=J—cd
else
g=1+1
cn = cn. f[P[g]]
g +=len(cn.s)
ifg=yj:
ns = null

mid.suf = cn
cd = len(cn.s)

else
ns = mid
cn = cn. f[Plg]]
cdd=j—g
1+=1

return r

> raiz inicializada com rétulo vazio

> j-ésima iteragao
> i-ésima extensao
> caso 1

> caso 2

> caso 3

> No inicio do lago, cn estd associado a P[i +1..g — 1]
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CONSTRUCAO EM TEMPO LINEAR

SN

an ban n
(c) (3, 3) Caso 2
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(f) (4, 6) Caso 1

ana banana$ na

/N /N

na$ $ na$ $
(h) (5, 7) Caso 3

a banana$ na $

N A
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na$ $

) (7, 7) Caso 2

Figura 4.5: Construcao da arvore de sufixos de banana em tempo linear.
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Invariante. No comeco da i-ésima iteracdo do while da linha 6, na j-ésima iteracdao do for, o
par (cn, cd) indica o vértice (ou aresta) que representa a substring Pli..j —1]. Nesse ponto, a
drvore de sufizos é Tj_1 com as strings P[1..j],...,Pli —1..j| adicionadas.

Além disso, sempre que um vértice interno for criado (por uma aplica¢ao do caso 3), o seu link
de sufixo serd definido antes do final da proxima extensdo. Enquanto um nd tiver o valor de suf

indefinido, seu valor serd guardado na varidvel ns.

Demonstra¢ao. Na primeira iteracdo do while da linha 6, estamos na primeira extensao da primeira
iteragdo, ou seja, queremos adicionar a substring P[1..1], e o par (cn, c¢d) inicialmente indica a raiz,
que estd associada a string vazia, e o invariante vale.

No comego da iteracdo, estamos na substring PJi..j — 1] e queremos adicionar o caractere P[j].
Como discutido anteriormente, isso se reduz a quatro casos. As linhas 7-12 tratam o caso 1; as
linhas 13-17 tratam o caso 2; as linhas 18-43 tratam o caso 3; o caso 4 nunca é tratado explicitamente,
pois sempre estamos em uma extensao em que ocorre um dos demais casos.

Se cd < len(cn.s), dizemos que a substring representada pelo par (cn, cd) é interna, ou seja,
acaba “no meio” de uma aresta.

O caso 1 ocorre quando a substring P[i..j — 1] é interna e a aresta & qual pertence continua
com o caractere P[j], tratado nas linhas 10-12, ou quando PJi..j — 1] nao é interna e o vértice em
que acaba tem uma aresta que comega com P[j]. Nesse caso seguimos “0” caracteres na diregao
dessa aresta (linhas 7-9) e o caso pode ser tratado como se fosse o anterior. Se ocorrer o caso 1,
a substring P[i..j] jA existe na arvore, e a iteragdo j acaba. A préxima extensdo vai ser a i-
ésima extensao da (j + 1)-ésima iteragao (pela otimizagao discutida anteriormente), ou seja, vamos
adicionar a string P[i..j+ 1]. Para manter o invariante, é necessario avancar para a string PJ[i .. j],
ou seja, basta seguir o caminho que sabemos que existe, ou continuando na aresta se Pi..j — 1] é
interno, ou seguindo pela aresta que comega com P[j], que é feito pelo incremento de ¢d na linha 11.

Para o caso 2, as linhas 13-17 apenas criam uma nova folha. Para manter o invariante na préxima
extensao (que adicionara a substring P[i 4+ 1..j]), movemos de P[i..j — 1] para P[i +1..5 — 1]
usando cn.suf, se c¢n for interno. Se c¢n for a raiz basta continuar nesta. Se cn for interno, o seu
campo suf ja estd definido pois ¢n nao foi criado nesta extensao.

O caso 3 é mais complexo. Nele, P[i..j — 1] é interno e ndo continua com o caractere P[j],
ou seja, o (cd + 1)-ésimo caractere da aresta incidente em cn é diferente de P[j], logo é necessario
separar a aresta entre seus primeiros cd caracteres e o restante, e deste vértice novo criar uma nova
folha. Esse procedimento ocorre nas linhas 19-24 e é o mesmo que utilizado nas linhas 11-16 do
Cédigo 8, e ja foi explicado em sua explicacao.

As linhas 25-26 atualizam o link de sufixo de ns, se necessério, e estao corretas pois assumimos
que um vértice fica sem link de sufixo no maximo uma extensao, entdo se ns # null, este é da
extensao ¢ — 1, associado a P[i — 1..j7 — 1], e seu link de sufixo deve apontar para mid, que é
associado a P[i..j — 1]. Perceba que a tltima extensdo de uma iteragdo nunca deixa ns # null,
pois ou é do caso 1, ou adicionou a string P[k .. k|, onde k é o nimero dessa iteragao, logo nao cria
vértice interno.

Assim a string P[i..j] é adicionada a arvore de sufixos, e agora é necessario navegar para a
string P[i + 1..j7 — 1], para manter o invariante para a string P[i + 1..j] a ser adicionada na

préxima extensao, mas mid ainda ndo tem um link de sufixo, entdo ndo é tdo simples quanto no
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caso 2. Se o pai de mid for um vértice interno, podemos comecar a busca por P[i..j] a partir do
link de sufixo do pai de mid, ja que é um prefixo de P[i+1..7—1] (pois é um prefixo de P[i..j—1]
retirando o primeiro caractere). As linhas 27-43 fazem essa busca. Nas linhas 27-32, inicializamos cn
com o vértice inicial da busca, tratando o caso de o pai de mid ser a raiz (e nao ter link de sufixo).
Note que nessa busca ndo utilizaremos a variavel cd. Sempre assumimos que estamos no vértice cn,
independente do valor de cd.

O invariante do while da linha 33 é que ¢ indica que cn estd em um vértice associado
a Pli+1..g— 1], assim queremos aumentar g até que g = j. A base vale pois as linhas 30 e 32
iniciam o valor de g corretamente. A linha 30 trata o caso em que a busca comeca na raiz, entao
inicialmente a string a raiz representa P[i + 1..4]. A linha 32 trata o caso em que a busca comega
em v.p.suf, onde v é o vértice em que iniciamos a extensdo (o valor de c¢n no comego da extensao).
Nesse caso, como v estd associado a P[i..j — 1], temos que v.p estd associado a Pi..j — 1 — cd],
ev.p.suf a Pli+1..j—1— cd]. Entao g é corretamente inicializado com j — cd.

Dado que o invariante vale no comeco da iteragdo, se a condicdo do while for verdadeira, ou
seja, ainda ndo alcancamos g = j, e percorrer inteiramente a aresta saindo de c¢n com primeiro
caractere P[g] ndo faz g exceder j, entdo cn é mudado para cn. f[P[g]], ou seja, para o filho por uma
aresta que comeca com P[g]. Desse modo, g é incrementado na linha 35 para contar que percorreu
todos os caracteres dessa aresta.

O while das linhas 33-35 realiza a busca na arvore. Uma coisa importante é que sabemos
que P[i 4+ 1..j — 1] estd na arvore (pois ja temos a arvore Tj_1). Entao nao é necessario avangar
caractere por caractere das arestas que percorremos, pois sabemos que se g + len(cn.f[P[g]].s) < j
entdo percorrer essa string nao ultrapassa a string P[i + 1..j — 1], ou mais precisamente temos ga-
rantia que cn.f[P[g]].s[k] = Plg + k — 1] para todo 1 < k < len(cn.f[P[g]].s). Temos essa garantia
pois caso contrario P[i +1..j — 1] ndo estaria na arvore. Dessa forma, podemos percorrer a aresta
inteira, como é feito nas linhas 34-35. Ao final do while, se ¢ = j entdo encontramos um vértice
associado a P[i + 1..j — 1], e basta fazer cd = len(cn.s) para indicarmos que estamos realmente
nesse vértice, e ndo em um caractere da aresta incidente nele. Se g < j entdo P[i+ 1..j — 1] estd
na aresta saindo de c¢n com primeiro caractere P[g|, e atualizamos (cn, cd) apropriadamente para
indicar isso nas linhas 42-43.

Assim, a primeira parte do invariante estd provada. No caso 3, o vértice interno mid é criado,
entdo precisamos mostrar que seu link de sufixo é definido até a proxima extensdao. O né mid esta
associado a Pli..j — 1], logo seu link de sufixo precisa ser associado a P[i + 1..j — 1], e temos
que este é o né indicado por (cn, cd). Se cd = len(cn.s) (pois a busca terminou com g = j), entéo
o link de sufixo de mid j existe e é cn, o que é tratado nas linhas 37-38, onde ns é modificado
para null (caso ja ndo fosse nulo). Se cd < len(cn.s), entdao o né que deveria ser o link de sufixo
ainda ndo existe, mas a proxima extensdo vai crid-lo ao adicionar P[i + 1..j], e o (¢d + 1)-ésimo
caractere da aresta incidente em cn é diferente de P[j], como mostraremos em seguida. Entao a
proxima extensdo vai seguir o caso 3 novamente, o link de sufixo de mid sera criado e atualizado
corretamente nas linhas 25-26 pois na linha 41 guardamos em ns o valor mid, o Gnico né que tem
o valor de suf indefinido.

Para mostrar que o (cd + 1)-ésimo caractere da aresta incidente em cn nao é P[j], lembramos

que executamos o caso 3 nessa extensdao. Assim, Tj_; tinha a string P[i..j — 1]e, para algum
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caractere ¢ # P[j], logo, pelo Lema 4.5.1, T;_; também tem a string P[i+1..j — 1]c, e a proxima
extensao serd de caso 3.
O

Pelo invariante, depois da ultima extensao realizada, teremos Tjp|, a arvore de sufixos de P, e
entdo o algoritmo funciona. O consumo de tempo ainda nao foi analisado. A otimizagdo dos casos
limita o tempo a O(| P|?), pois ambos o for da linha 5 e o while da linha 6 executam juntamente no
méximo 2|P| extensoes. O uso de links de sufixo e a “ideia” de nao ter que percorrer cada caractere
das arestas quando buscamos a préxima string nas linhas 33-35 reduzem o tempo para O(|P]), como

mostraremos agora. A prova é similar a da complexidade do Aho-Corasick.

Definigcdo. A altura de um vértice u € o niumero de vértices no caminho da raiz até esse vértice.

Denotamos esse valor por h(u). Temos que h(r) = 1.

Lema 4.5.4. Para todo vértice u interno de uma drvore de sufizos com links de sufizo, h(u.suf) >
h(u) — 1.

Demonstragdo. Seja Pla..b] a string associada a u. Seja (r,u1,...,Up)—1) © caminho da raiz
até u. Para 1 <1i < h(u) a string associada a u; é Pla..b;] C Pla..b]. Como o vértice u; é interno,
este tem link de sufixo para um vértice associado a Pla + 1..b;] C Pla+ 1..b]. Logo u;.suf estd no
caminho da raiz até u.suf, e encontramos h(u) — 1 vértices distintos no caminho da raiz até u.suf.
Portanto h(u.suf) > h(u) — 1.

Note que ndo podemos adicionar r a esse conjunto e afirmar que encontramos h(u) vértices no

caminho, pois pode ser que uj.suf = r. O
Complexidade. O algoritmo no Cédigo 9 consome tempo O(|P]).

Demonstragdo. Conforme a argumentagao apresentada logo depois do Teorema 4.5.3, combinados,
o for da linha 5 e o while da linha 6 executam O(|P|) extensdes. Vamos provar agora que o while
na linha 33 executa apenas O(|P|) iteragdes entre todas as extensoes.

Para simplificar a notacao, numere as extensoes como 1,2, ..., k; sem se importar de qual iteracao
é cada uma. Sabemos que k < 2|P|. Seja h; a altura do vértice cn no inicio da i-ésima extensao
feita pelo algoritmo, e w; o nimero de iteracdes do while da linha 33 nessa mesma extensao. Temos
que h; < n, para qualquer 1 <¢ < k+1, e que hy = 1. Seja hg41 a altura de cn depois do final da
ultima extensao.

Na anélise do Aho-Corasick, usamos que a altura do link de falha aumentava em no méaximo 1
por iteracdo, entdo nao poderia diminuir mais do que o nimero de iteragdes entre todas elas. O
argumento aqui é analogo, mas usamos que a altura diminui no maximo em 2.

Vamos analisar as mudancas de altura de ¢n no coédigo. As linhas 8, 16, 27, 29, 34 e 42 mudam cn
e portanto também sua altura. Nas linhas 8, 34 e 42 a altura de ¢n aumenta em 1, na linha 27
ela diminui em 1 (pois neste caso “quebramos” a aresta e criamos o novo vértice mid, cujo pai é o
mesmo que cn tinha no inicio da extensao) e nas linhas 16 e 29, pelo Lema 4.5.4, a altura diminui
em no mdzimo 1 (a altura também pode aumentar).

Note que a altura de ¢n diminui em no maximo 2 durante uma extensao (se ambas as linhas 27

e 29 forem executadas), logo h;11 > h; — 2. Pela linha 34, em cada iteracdo do while da linha 33, a
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altura de cn aumenta em 1, assim w; < h; 41 — (h; —2), considerando a possibilidade mais pessimista
que em todas as extensbes a altura diminui em exatamente 2, e todos os aumentos de altura de cn
se devem a linha 34, ou seja, h;y; — (h; —2) é um limite superior para o nimero de iteragoes do

while na i-ésima extensdo. Como h;11 > h; — 2, temos que esse valor é sempre positivo. Vale que

k k
Zwi < Z (hiv1 —hi +2)
i=1 i=1
= hg+1 — h1 + 2k (soma telescopica)
<|Pl|=1+2k (pois hxy1 < |P|)
<5|P|—1 (pois k < 2|P|).
Assim, o nimero maximo de itera¢oes do while da linha 33 é 5|P| — 1, e o algoritmo consome

tempo O(|P|).
O
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Capitulo 5
Automato de sufixos

Ao construir e usar uma arvore de sufixos de P, temos que cada vértice representa uma substring
de P, e isso é uma nocao bem intuitiva, que facilita usar essa estrutura para resolver problemas
com strings. No entanto, o niimero de vértices pode ser quadratico em |P|, e por isso é necessario
algumas vezes comprimi-la, o que complica o c6digo.

A estrutura de um autémato de sufixos, que veremos nesse capitulo, ndo envolve compressdo de
vértices, o que deixa o codigo mais simples, mas cada vértice representa algo menos intuitivo, ainda

que bem tutil.

5.1 Ocorréncias a direita

Dizemos que ¢ é uma ocorréncia a direita de S em P se S J P[1..i], ou seja, S ocorre em P

comegando na posi¢ao i — | S| + 1.

Defini¢ao. Seja Dp(S) = {i : S J P[1..i]} o conjunto das ocorréncias da direita de S em P.
Se P estiver claro do contexto, escrevemos D(S) em vez de Dp(S). Se Dp(A) = Dp(B), dizemos
que A =p B, ou seja, A e B estdo na mesma classe de equivaléncia de ocorréncias a direita. Da

mesma forma, escrevemos A = B se P estd claro do contexto.

E facil notar que =p é uma relacdo de equivaléncia. Nesse capitulo, usaremos que AB é a
concatenagdo das strings A e B.

Vamos provar alguns fatos sobre ocorréncias a direita que ajudam a entender as classes de
equivaléncia de =, e as provas envolvidas na criagdo do algoritmo. Sé trabalharemos com strings

que sao substrings de P, entdo pode-se assumir que o conjunto D das strings analisadas é nao-vazio.
Lema 5.1.1. Se A J B entao D(B) C D(A).

Demonstragao. Seja i € D(B) uma ocorréncia a direita de B. Entdao B J P[1..i]. Como A J B,
temos que A J P[1..i] et € D(A). O

Lema 5.1.2. Se D(A) C D(B) entdao A J B ou B J A.
Demonstragao. Se i € D(A), entdo i € D(B). Logo, neste caso, A J P[1..i]l e B O P[1..1].

Como A e B séo sufixos da mesma string, A J B ou B J A. O
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ng ' (B)

Figura 5.1: Explicacdo Lema 5.1.6.

Corolario 5.1.2.1. Se A= B e |A| < |B| entio A J B.

Demonstragao. Como A = B, temos que D(A) = D(B) e, pelo Lema 5.1.2, A J Bou B JA. O
resultado segue de |A| < |B|. O

Isso mostra que todas as strings de uma classe de equivaléncia estao relacionadas pois sao sufixos

umas das outras.
Proposicao 5.1.3. Se A= B, ec € X, entao Ac = Be.

Demonstragao. Note que para que i esteja em D(Ac) é necessario e suficiente que ¢ — 1 € D(A)
e Pli] = c. Como D(A) = D(B), vale que D(Ac) = D(Bc) e assim Ac = Bec. O

Para todo A # ¢, seja np(A) a maior string B 1 A tal que B #p A. Note que A #p ¢,
logo np(A) estd bem definida. Dizemos que np(A) é a string de falha de A para P. Se P estéa claro

do contexto, escrevemos apenas 7(A).
Lema 5.1.4. Se A = B entao n(A) = n(B).

Demonstragao. Assuma sem perda de generalidade que |A| < |B|. Entao, pelo Corolério 5.1.2.1, te-
mos que A J B. Comon(A) 3 AJ Ben(A) # A= B, vale que |n(B)| > |n(A4)|. Se A J n(B), pelo
Lema 5.1.1, temos D(n(B)) € D(A) = D(B), uma contradigao pois D(B) € D(n(B)) poisn(B) 0 B
en(B) # B. Assim sendo, n(B) 1 A e, como A # n(B), vale que [n(B)| < |n(A)| e o lema segue. [

Lema 5.1.5. Se A # ¢, entdo n(A) € a maior string de sua classe de equivaléncia.

Demonstragao. Suponha que exista string B tal que B = n(A) e |B| > |n(A)|. Como n(A) J A,
o Lema 5.1.1 implica que D(A) C D(n(A)) = D(B). Usando o Lema 5.1.2, temos que A J B
ou B 1A Se A B entao D(B) C D(A), uma contradicdo. Se B 1 A entdo temos uma

contradi¢ao pois n(A) é o maior sufixo de A de uma classe diferente. O
Corolario 5.1.5.1. A string np(P) é o maior sufizo de P que ocorre pelo menos duas vezes em P.
Demonstragao. Note que D(P) = {|P|}, logo |D(n(P))| > 1, ou seja, n(P) ocorre mais de uma vez

em P. Pelo Lema 5.1.5, essa string é a maior de sua classe de equivaléncia. O

Lema 5.1.6. Se A O B, entdo existe i > 0 tal que n'(B) = A, onde usamos que n°(B) = B
en'(B) =n(n""(B)).
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Demonstracdo. Escolha i > 0 méximo tal que |n*(B)| > |A|. Entdo claramente A J7'(B). A
Figura 5.1 ilustra tal situacdo. Se A # n'(B) entdo pela definicio de n como maior sufixo de outra
classe de equivaléncia temos que |n(n’(B))| > |A|, uma contradi¢do & maximalidade do i escolhido.
Logo n'(B) = A. O

Esses resultados sdo uteis para entender melhor a relagdo de equivaléncia por ocorréncias a
direita, e serdo uteis na criagdo do algoritmo. A arvore de sufixos de P é uma arvore na qual cada
vértice representa uma substring de P. No autéomato de sufixos, criaremos um digrafo no qual cada
vértice representa uma classe de equivaléncia de ocorréncias a direita em P. Assim como na rvore,
temos um vértice inicial, e arestas tém caracteres associados, mas no autémato dois caminhos podem

levar ao mesmo vértice se as strings associadas a estes forem equivalentes.

5.2 Laminaridade

Seja F uma familia de subconjuntos de um conjunto E nao-vazio, ou seja, todo elemento de F é
um subconjunto de E. Dizemos que F é laminar se, para quaisquer A, B € F, temos que ANB = ()
ouAC BouBCA.

Teorema 5.2.1. Seja E um conjunto ndio vazio, e F uma familia de subconjuntos de E com ) & F.
Se F € laminar entdo |F| < 2|E| -1, e se E ¢ F entao |F| < 2|E| — 2.

Demonstragao. A prova é por inducao em |E|. Se |E| = 1, as afirmagoes valem trivialmente.
Suponha que |E| > 1 e que as afirmagdes valem para toda familia laminar de um conjunto de
tamanho menor que |E|. Se E € F, vamos provar que F' := F\{FE} tem tamanho no maximo 2|E|—
2, e entdo |F| = |F|+1<2/E| - 1.

Suponha entdo que F ¢ F. Escolha A € F maximal, ou seja, tal que ndo existe B € F
com A C B. Considere F; ={X € F: X C A} e Fo = {X € F: X N A = (}. Pela maximalidade
de A e porque F é laminar, temos que F; U Fy = F. Além disso, F; é laminar sobre o conjunto A
e J3 é laminar sobre o conjunto E'\ A. Ademais, 1 < |A| < |E|el1<|E\ A| < |E|.

Aplicando a hipétese de indugdo a F; e Fu, temos que |Fi| < 2[4 — 1
e|Fo| <2/E\ Al —1=2|E|—2|A| —1. Assim

|Fl = |FLUF| = |Fi| +|Fa| <2|A] —1+2|E| —2|A| —1=2|E| - 2.

O]

Proposicao 5.2.2. A familia de conjuntos F(P) = {D(A) : A é uma substring de P} é laminar,
ou seja, se D(A) N D(B) # 0 entao D(A) C D(B) ou D(B) C D(A).

Demonstracao. Seja i € D(A) N D(B). Entéo, pela definicdo, A J P[1..i] e B J P[l..1].
Logo A J B ou B J A e pelo Lema 5.1.1 segue que D(B) C D(A) ou D(A) C D(B). O

Corolario 5.2.2.1. O tamanho de F(P) ndo excede 2|P|.

Demonstragao. Como D(A) C {1,2,...,|P|} para todo D(A) € F(P) tal que A # ¢, pelo Teo-
rema 5.2.1 vale que |F(P) \ {D(e)}| < 2|P| —1 e entao |F(P)| < 2|P|. O
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Isso mostra que o nimero de classes de equivaléncia de =p ¢é linear em |P|, mesmo que o ntimero

de substrings distintas de P possa ser quadratico em |P|.

5.3 Refinamento das classes de equivaléncia

Construiremos o autéomato de forma online, similarmente a adrvore de sufixos, prefixo por prefixo.
Por isso precisamos estudar como a relagdo de equivaléncia =p muda em relacdo a =p., onde ¢ é
um caractere adicionado ao fim da string P.

Ao adicionar um caractere ao final de P, apenas uma nova ocorréncia a direita é possivel: a

ocorréncia na posicao |P|+ 1. Logo é claro que

Diu(A) = { Dp(A)U{|P|+1} se A Pc’ | (5.1)
Dp(A) caso contrario.
Uma consequéncia direta disso é a seguinte.
Proposicao 5.3.1. Se A =p. B entdo A =p B, ou seja, =p. € um refinamento de =p.
Demonstragao. Se. A 3  Pec, entdo Dpc.(A) = Dp(A) U {|P| + 1}, e assim temos

que |P|4+ 1€ Dp(A) = Dp.(B). Logo, B J Pc e Dp.(B) = Dp(B) U {|P| + 1}. Isso implica
que Dp(A) = Dp(B) e entdao A =p B.

Analogamente, se A 2 Pec, entdo Dpc(A) = Dp(4), e |P[+1¢ Dpc(A) = Dpc(B),
logo Dp.(B) = Dp(B) e assim A =p B. O

O lema mostra que, quando adicionamos um caractere ao final de P, as classes de equivaléncia
ou se quebram em classes menores ou se mantém as mesmas, mas nunca se juntam com outras.
Além disso, uma classe nova surge (a classe de equivaléncia de Pc), e apenas uma classe de

equivaléncia se quebra em classes menores.
Proposicao 5.3.2. Seja X = np.(Pc). Se A Pc e |A| > |X| entio A =p. Pc.

Demonstragao. Temos que Dp.(Pc) = {|P|+1} = Dp.(A), pois pelo Coroldrio 5.1.5.1 X é o maior

sufixo de Pc que ocorre em P. Logo A nao ocorre em P. O

Teorema 5.3.3. Seja X = np.(Pc). Se A=p B e A#p X, onde A e B sdo substrings de P,
entdo A =p. B.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que A O Pc é equivalente a B 3 Pc. Suponha que A J Pe.
Entdo A 3 X, pois X é o maior sufixo de Pc que ocorre em P pelo Corolario 5.1.5.1. Pelo
Lema 5.1.6, existe i > 0talque Y = n%(X) =p A. Como A #p X, temos que i > 0 e pelo Lema 5.1.5
vale que Y é a malior string de sua classe de equivaléncia. Assim, pelo Corolario 5.1.2.1, temos
que BJY O X O Pe.

Como néo usamos nenhuma caracteristica especial de A acima, de maneira semelhante podemos
provar que B J Pc implica A J Pe. Como A 1 Pc é equivalente a B J Pec, temos por (5.1)
que A =p. B. O

35



AUTOMATO DE SUFIXOS REPRESENTACAO

Al > | X]

Figura 5.2: Explicacdo Teorema 5.3.4.

Esse teorema mostra que, entre as classes de equivaléncia das substrings de P, apenas a classe

de X pode se dividir, todas as outras continuam as mesmas.

Teorema 5.3.4. Seja X = np.(Pc), e Y uma string de comprimento mdzimo tal que X =p Y.

Seja A uma substring de P tal que A =p X, entao

X selA| <|X|
A =Pc .
Y  caso contrdrio.

Demonstragdo. Pelo Lema 5.1.5, temos que X deve ser o maior de sua classe de equivaléncia em
relacdo a Pc, mas ndo a P. Por isso pode ser que Y # X. Nesse caso, X 1Y pelo Corolario 5.1.2.1.
Isso pode ocorrer como na Figura 5.2. Note que X 7Y mas Y A Pe.

Por (5.1), a classe de equivaléncia de X se divide em no maximo duas classes: a dos elementos
que sao sufixos de Pc e a dos elementos que ndo sao sufixos de Pc. Se |A| < |X|, usando o
Corolério 5.1.2.1, temos que A J X 1 Pc. Logo A continua na mesma classe que X. Se [A| > |X|,
entdo X J A e como X é o maior sufixo de Pc que ocorre em P, pelo Corolario 5.1.5.1, temos
que A 2 Pc e também Y 24 Pc. Logo ambos A e Y continuam na mesma classe de equivaléncia
de =p,., diferente da classe de X. L]

5.4 Representacao

A teoria desenvolvida ja d4 uma ideia de como escrever um algoritmo para construir o autéomato.
Queremos construir um DAG (Grafo Dirigido Aciclico) em que cada né represente uma classe de
equivaléncia de =p (ou seja, um conjunto de ocorréncias a direita), e uma aresta indique, ao
adicionar um caractere ao final de uma string da classe de equivaléncia do né cabeca da aresta, para
qual classe de equivaléncia esta string muda. A Proposi¢ao 5.1.3 mostra que a classe de equivaléncia
ao adicionar um caractere nao depende da string escolhida.

O DAG terd um né inicial (chamaremos de raiz) que indica o né relativo a classe de equivaléncia
de e. Um caminho a partir da raiz representa uma substring de P, e note que vérios caminhos
podem levar ao mesmo no.

A Segdo 5.3 mostra como atualizar esses nés ao adicionar um caractere a P. A Proposigdo 5.3.2
mostra quais novas substrings existem, que tem a mesma classe que a string Pc. O Teorema 5.3.3
prova que apenas a classe de X = np.(Pc) muda, podendo se particionar em duas. Esse particio-
namento é entdao detalhado no Teorema 5.3.4.

Seja v uma classe de equivaléncia de =p. Usaremos que u é um né do autéomato, e que u.f é a

lista de adjacéncias de u, ou seja, guarda todas as arestas que saem de u, indexadas por seu caractere.
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Assim como anteriormente, u.f é implementada usando um vetor de || posigdes. Diferentemente
da arvore de sufixos, cada aresta representa apenas um caractere, logo a implementacao dessa lista
é mais simples. Usamos que S(u) é a maior string da classe u.

Usaremos que u.n é a classe de equivaléncia da string de falha de alguma string da classe wu.
Note que, pelo Lema 5.1.4, esse valor independe da string escolhida na classe u, logo estd bem
definido. Usaremos que u.L é o tamanho da maior string em u, ou seja, é |S(u)|. Além disso,
usamos new node(x) para representar a cria¢do de um né com campo L inicializado com z, lista
de adjacéncias vazia e campo 7 nulo.

O autémato serd construido adicionando um caractere por vez ao final da string. Assim, ao
construir o autémato de Pc, é necessario atualizar as falhas np para np., e o seguinte lema ajuda

nisso.

Lema 5.4.1. Se A J P enp.(Ac) # ¢, entio np.(Ac) = n'(A)c para algum i > 0 e, para todo j < i,
vale que Tﬂg(A)c =p Ac.

Demonstracao. Seja Bc = np.(Ac). Pela definicdo de 7, temos que B J A. Suponha que
exista Z =p B tal que B 1 Z. Entao, pela Proposi¢ao 5.1.3, vale que Bc=p Zc¢, e como am-
bos B e Z sdo sufixos de P, vale que np.(Ac) =p. Zc e |Zc| > |np.(Ac)|, uma contradi¢do pelo
Lema 5.1.5. Logo B = n%(A) para algum i > 0 (caso contréario, n “pularia” uma classe de equi-
valéncia), e assim np.(Ac) = nb(A)c.

Pela defini¢ao de 7, para todo j < i, vale nf;(A)c =pc Ac e, usando a Proposicdo 5.3.1, te-
mos n%(A)c =p Ac. O

5.5 Implementacao

O algoritmo no Cédigo 10 constrdi o automato de sufixos para uma string P, de acordo com o

que foi discutido. A Figura 5.3 ilustra como a construcdo funciona para a string banana.

Invariante. No inicio da i-ésima iterag¢ao do for da linha 3, root é a raiz do autémato de P[1..i—1]

e last € o nd que representa a classe de P[1..i — 1] nesse automato.

Demonstracao. Na primeira iteracdo do for, o automato estd corretamente calculado, pois o
autdmato de uma string vazia é apenas um né (associado a classe da string ), e a linha 2 ini-
cializa corretamente os campos root e last.

No comego de uma iteracdo, temos o autdémato de P[1..i — 1] e queremos calcular o autémato
de P[1..1d], para que o invariante continue valendo. Para continuar com a mesma notagao de antes,
vamos usar que temos o autdémato de () = P[1..i — 1] e queremos calcular o autéomato de Qc,
onde ¢ = Pi].

Uma nova classe de equivaléncia sempre se forma, a de QQc, e de acordo com a Proposicao 5.3.2,
todos os sufixos de Qc maiores que X = ng.(Qc) estao nessa classe de equivaléncia. A varidvel last
¢é atualizada para o novo né que representard essa classe. A varidvel p passa a guardar o valor antigo
de last, e serd utilizada para iterar pelas classes dos sufixos de Q.

O while nas linhas 6-8 itera pelas classes de equivaléncia dos sufixos de @) enquanto p. f[c] = null,

ou seja, enquanto S(p)c =g Qc (pois Dg(Qc) = 0). Vale entdo, pelo Lema 5.4.1, que apds esse
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O O
root — root —

(a) e (b) b

root —
(c) ba
root —
root —

(g) banana

Figura 5.3: Construgdo do autdmato de sufixos de banana, falhas desenhadas pontilhadas. As falhas para
a raiz nao estao desenhadas para nao obstruir a imagem.

38



AUTOMATO DE SUFIXOS IMPLEMENTACAO

Cdédigo 10 Automato de sufixos em tempo linear

1: function BUILDSUFFIXAUTOMATON(P)

2 last = root = new node(0)

3 for i=1to |P|:

4 p = last

5: last = new node(i) > classe da string P[1..1]
6 while p # null and p.f[P[i]] = null :

7 p.f[P[i]] = last

8 p=pn

9: if p=null:

10: last.n = root

11: else

12: y = p.f[P[i]] > X é a string S(p)PJi]
13: if yL=p.L+1: >se X = S(y)
14: last.n =y

15: else > a classe de X se divide em duas
16: x = new node(p.L + 1)

17: x.f=y.f

18: xr.n=y.n

19: yn =lastn ==
20: while p # null and p.f[P[i]] =y :
21: p.f[Pli]] == > Trocando adjacéncia de y para z
22: p=pn
23: return root

while, se temos p # null entdo S(p)c = X, e assim o né p.f[c] é a classe de equivaléncia de X.
Se p = null, entao o caractere ¢ ndo ocorre em @) e a linha 10 corretamente atualiza a falha n de last
para indicar a raiz, pois nesse caso 1g.(Qc) = ¢. Note que a linha 7 atualiza a lista de adjacéncias
dos noés acessados por p, e esta correta pela Proposicao 5.3.2.

Se a linha 12 é atingida, temos que y é a classe de equivaléncia da string X. Entao, pelo
Teorema 5.3.4, essa classe pode se quebrar em duas classes de equivaléncia. As linhas 13-14 tratam
o caso em que X = S(y), ou seja, no teorema temos X =Y e a classe de equivaléncia nao se
separa. As linhas 16-22 tratam o caso em que S(y) =Y # X. Nesse caso, é necessirio quebrar
a classe em duas, e o novo né criado x vai ser a classe das strings em y com tamanho que nao
excede |X| = p.L + 1. A linha 17 copia a lista de adjacéncias de y para z, j4 que as adjacéncias
continuam iguais, e a linha seguinte copia a falha 1 de y para x. A linha 19 atualiza as falhas de last
e y, pois ambas devem ser z. De fato, last.n = x pois a string X = ng.(Qc) estd em z e y.n = x
pois X OJY e tem tamanho maximo, ji que antes Y e X estavam na mesma classe.

Resta atualizar todo né u tal que u.f[c] = y e |S(u)| < |X| para u.f[c] = =z, entdo pelo
Teorema 5.3.4 essas classes estardo corretas. Note que, para tais nés u, teremos S(u)c J X = S(p)c,
e assim podemos acessd-los pelas falhas de p. O while das linhas 20-22 atualiza as listas de
adjacéncias necessarias, pois iteramos enquanto p. f[c] = y, ou seja, enquanto S(p)c =g X.

Pelo Teorema 5.3.3, todas as outras classes de equivaléncias continuam as mesmas, e assim o

autémato de Qc = PJ[1..1] é corretamente calculado, mantendo o invariante. O

Pelo invariante, temos que ao final do algoritmo o autémato de sufixos de P esta corretamente
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calculado. Provar a complexidade, contudo, ndo é tao simples. O Corolario 5.2.2.1 mostra que o
ntmero de nés do autéomato é O(|P|), mas ainda temos que o ntimero de arestas pode ser O(|P||X)),
se de cada vértice sair uma aresta para cada vértice, por exemplo. Esse, porém, nao é caso, como
mostraremos abaixo.

Dizemos que um né é final se ele representa uma classe de equivaléncia de um sufixo de P. Um
caminho da raiz & um né final indica um sufixo de P. A partir de um né ndo-final, é sempre possivel
encontrar um caminho a um né final, pois é sempre possivel completar uma substring de P para

que esta se torne um sufixo. Essas nogoes serdo uteis na prova da proposicao abaixo.
Proposicao 5.5.1. O numero de arestas do autémato de sufizos de P nao excede 3|P| — 1.

Demonstragdo. Como a partir da raiz é possivel atingir qualquer vértice, seja T' uma arvore geradora
qualquer do autémato.

Para cada aresta e = uv que nao pertence a T, considere a string AcB, onde A é a string
associada ao caminho da raiz a u na arvore 7', ¢ é o caractere associado & aresta e, e B é a string
associada ao caminho de v a algum vértice final (tal caminho sempre existe pois é possivel completar
uma substring para um sufixo).

Todas essas strings sdo distintas, ja que cada uma tem a primeira aresta que nao estd em T’
diferente. Além disso, como acabam em um vértice final, temos que AcB J P, para toda e & T.
Logo, existem no méximo | P| arestas fora da arvore, pois P tem |P| sufixos. Pelo Corolério 5.2.2.1,
temos que o nimero de arestas em 7' é no maximo 2| P| — 1, e assim o ntimero de arestas do autémato

¢ no maximo 3|P| — 1. O
Complexidade. O algoritmo no Cédigo 10 consome tempo O(|P||X]).

Demonstragao. Como o for da linha 3 tem exatamente |P| iteragoes, todas as operagoes neste que
consomem tempo constante (atribuigdes, somas, etc.) vao no total consumir tempo O(|P]). Se
consideramos que as operagoes new node consomem tempo O(|X]), entdo no total elas consumiréo
tempo O(|P||X|). Resta analisar os whiles das linhas 6 e 20, e a instrugdo da linha 17, pois esta
nao consome tempo constante.

A instrucao de copiar a lista de adjacéncias na linha 17 precisa copiar cada aresta de uma lista
de adjacéncias para outra. Como estamos considerando a implementacdo dessa lista usando um
vetor, é necessario copiar todas as |X| posi¢oes de um vetor para outro, entdao no total isso consome
tempo O(|P||X]).

Como ja foi provado pelo Corolario 5.2.2.1 e pela Proposicao 5.5.1, o niimero de vértices e arestas
do autémato final é O(|P|), e note que o numero de vértices e arestas nunca diminui durante o
algoritmo. Logo, as operacOes que ocorrem apenas uma vez por criacdo de né ou aresta levam
tempo linear. Isso mostra que o while da linha 6 consome tempo linear, pois cada iteracdo deste
cria uma aresta. Resta entdo provar a complexidade do while das linhas 20-22, pois nessas linhas
estamos “trocando” arestas, entdo isso potencialmente poderia ocorrer muitas vezes.

Considere novamente que na i-ésima iteracdo temos o autdmato de sufixos da
string @ = P[1..i — 1] e iremos adicionar o caractere ¢ = P[i]. Na linha 12, temos que y é a classe
de equivaléncia de X = ng.(Qc) na string @, entao considere o Lema 5.4.1, onde Ac = X. Temos

que p é a classe de equivaléncia de A. Note que o while itera pelas falhas de p enquanto p.f[c] = v,
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ou seja, enquanto S(p) =g X. Pelo Lema 5.4.1, temos que, quando esse lago acaba, p.f[c] é a classe
de equivaléncia de 7ng.(X) na string Qc, ou seja, a classe de néc(Qc). Note que néc(Qc) = S(p)e,
ou seja, |77226(Qc)| =p.L+1.

Agora vamos novamente usar um argumento similar ao da prova da complexidade do Aho-
Corasick e da arvore de sufixos. Vamos observar o valor de p.L durante o algoritmo, ou seja, o
tamanho da maior string de p. Note que a operacdo p = p.n sempre diminui p.L em pelo menos 1. Em
cada iteracdo, p é inicializado como last, ou seja, inicialmente p.L. = ¢ — 1. Perceba que as condigoes
dos whiles das linhas 6 e 20 sdo sempre satisfeitas pelo menos uma vez (de fato, poderiamos ter
usado do-while), logo ao final da iteragao temos p.L < \7722(@)\

Usando o que foi discutido anteriormente, temos |77%C(Qc)] =pL+1< |77?Q(Q)| + 1. Assim vale
que o valor de ]77123[1 “i}(P[l ..1])| sempre aumenta em no maximo 1 entre iteracdes, e cada iteracao
do while da linha 6 ou da linha 20 diminui esse valor em pelo menos 1. Seja w; o nimero de iteragoes
além da primeira dos dois whiles. Vale que w; < (\77]23[1 ..i—1]<P[1 =1 +1) - Mﬁg[l “ﬂ(P[l 1))

Para que essa notagao funcione mesmo quando i = 1, vamos usar que 7.(¢) = . Temos entao que

|P| | P|
sz‘ < Z(’n%[l..i—l}(P[l"i — 1)) = ’77?3[1.‘1'](13[1--2‘})’ +1)
i=1 i=1

= |77€2(8)\ — ]m%(P)| + |P| (soma telescépica)
<|P| (pois |n2(e)| =0e |gp(P)| > 0).

Isso prova que os whiles levam tempo linear e assim o algoritmo tem complexidade de
tempo O(|P||3)).
O

E fécil ver que o espaco da estrutura criada também é O(|P||Z]). Usando a implementagao
de listas de adjacéncias como ABBBs, usando o caractere de uma aresta como chave, e sua
ponta final como valor, é possivel provar de forma muito semelhante que o algoritmo consome
tempo O(|P|log|X|) e espago O(|P]).

5.6 Uso

Com o autémato de P construido, é simples saber se uma string S é substring de P. Basta
verificar se existe caminho S[1],S[2],...,S[|S]|] no autémato, a partir da raiz.
Contar o nimero de ocorréncias ou enumeré-las nao é tdo simples. E necessario descobrir quais

sa0 os nos finais do nosso autoémato.

Proposicdo 5.6.1. Um nd do autémato de P € final se e somente se pertence ao con-

junto PATH(last) = {last, last.n, last.n.n, ..., root}.

Demonstragcdo. O né last claramente é final, pois é a classe de equivaléncia de P. Assim,
como S(u.n) 3 S(u) para qualquer u # root, pela definicdo de 7, temos que qualquer elemento
do conjunto PATH(last) é um n6 final. Por outro lado, se X J P, pelo Lema 5.1.6, existe i > 0 tal
que n°(P) = X, e portanto a classe de equivaléncia de X estd em PATH(last). O
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Portanto, se adicionarmos um campo booleano final a nossa implementacao de noés, que ¢ inici-
alizado com false, e indica se um né é final ou ndo, o seguinte cddigo pode ser adicionado ao final

da criacdo do autdémato de sufixos para marcar os nés finais corretamente.

1: p=last

2: while p # null :
3: p.final = true
4 p=pn

Agora, para contar o nimero de ocorréncias de alguma string S em P, percorremos o cami-
nho S[1],...,S[|S|] no autémato de sufixos de P. Seja v o né alcangado. O ntimero de ocorréncias
de S em P é o nimero de caminhos distintos de v para um né final, pois este é o ntimero de formas
de completar a string S para ser um sufixo de P. Isso é similar a como, na arvore de sufixos, o
numero de ocorréncias de uma substring representada por um né é o niimero de folhas na subarvore
deste.

Como o autéomato de sufixos é um DAG, ele tem uma ordenagao topoldgica, e por isso calcular
o numero de caminhos a partir de cada vértice para algum né final é simples. Para calcular uma
ordenacdo topologica de um DAG, basta realizar uma DFS e armazenar os vértices por ordem
inversa de finalizagdo da DFS, como discutido por Cormen et al. [Cor+09, Se¢ao 22.4]. Dado um
vetor top representando uma ordenacao topolégica do autdémato, ou seja, se topli|top[j] é uma aresta,
entdo i < j, é possivel calcular o ntimero de caminhos de u para algum vértice final (COUNT(u))

usando a seguinte recorréncia

Y. COUNT(v) se u nao ¢é final
CoUNT(u) = U&%f
1+ > Count(v) sewu éfinal
veu.f

Ou seja, o nimero de caminhos de u para algum vértice final é o niimero de caminhos de seus
vizinhos para algum vértice final (tratando o caso quando esses caminhos tem comprimento maior
que 0), somado de 1 se u for final (tratando o caso quando o comprimento é 0). A recorréncia esta
correta pois o digrafo é aciclico.

O seguinte cédigo determina o valor de COUNT para cada vértice u em Cu].

: for i = |top| down to 1 :

Cltopli]] = 0

for v € topli].f :
Cltop[i]] += C[v]

if top[i].final :
Cltopli]] +=1

Se temos como invariante que, ao analisar o vértice topli], todos os valores de C para
vértices top[j], com j > i, ja estdo calculados, entdo, como top é uma ordenacéo topolégica, todos
os vértices adjacentes a top[i] tem o valor correto, logo o valor C[topl[i]] é calculado corretamente.
A base é trivial quando i = |top|.

Logo, este codigo funciona e consome tempo proporcional ao nimero de vértices mais arestas
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do autémato, que é linear em |S|, pelo Coroléario 5.2.2.1 e pela Proposi¢ao 5.5.1.
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Parte Subjetiva

O processo, desafios e frustracoes

Escolhi o tema pois durante a minha graduagao me identifiquei com a area de teoria, porém com
um foco em implementacdo. Isso se deve em grande parte por praticar programacao competitiva,
participando da Maratona de Programacao. O tema em strings, e ndo grafos, programagao dindmica
ou algum outro tépico bem visto em programacao competitiva se deve ao fato que eu tinha pouca
familiaridade com strings, e quis entdo aprender e me especializar nessa area.

Decidi estudar algoritmos complicados como arvore e autéomato de sufixos, que poucas pes-
soas mesmo em programacao competitiva conhecem, pelo desafio de conseguir implementar uma
estrutura complicada de forma eficiente. E foi um grande desafio, pois muitas vezes, ao estudar
esses temas, eu encontrava grande dificuldade em entender os conceitos, e ndo conseguia continuar,
parando por dias, ou até semanas, até voltar ao assunto.

Nao tinha passado muitas vezes por isso, e aprendi que esse é um passo importante para aprender
um tépico dificil. Mesmo desistindo do assunto por algum tempo, sempre voltava ao assunto com
uma base mais forte, e conseguia, depois de duas, trés, ou mais tentativas, finalmente entender o
topico em suas entranhas, e saber por que cada parte funciona. Esse sentimento é muito gratificante,

depois de semanas de frustragao.

Graduacao e o trabalho de formatura

As matérias «Introducdo a Teoria dos Grafos» e «Otimizacdo Combinatéria» me ensinaram a
provar afirmagdes e pensar formalmente, com atencao a afirmagoes vazias ou confusdes comuns nas
provas.

As matérias «Algoritmos em Grafos» e «Andlise de Algoritmos» também me ensinaram essas
questoes, em menor grau, mas com grande atencdo a implementacdo e como provar corretude e
complexidade de cédigo.

Praticar programacao competitiva, e também a matéria «Desafios de Programacao», me fizeram
entender claramente o meu c6digo, e conseguir implementar ideias complicadas de forma muito mais

simples do que eu ja teria imaginado.
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Futuro

Nessa area, tenho interesse em explorar um pouco mais as estruturas desenvolvidas no texto. A
arvore de sufixos, por exemplo, é simples de ser implementada para armazenar multiplas strings, e
ja resolvi diversos problemas com esta. O autémato de sufixos, entretanto, ndo consegui desenvolver
para multiplas strings, e nem resolver algum problema de programacao competitiva que nao havia
resolvido com arvore de sufixos.

Outro tépico interessante de se estudar sdo as similaridades entre arvore e autdomato de sufixos,
pois é possivel construir um a partir do outro de forma muito mais simples que construir do inicio.

Acredito que estudar isso daria um entendimento maior das duas estruturas.
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