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1 Histórico
O problema do Menor Ancestral Comum em

árvores tem uma longa história de melhoras. A
primeira soluç̃ao ñao trivial aparece em 1973 ée
publicada num trabalho de Aho et al. A primeira
soluç̃ao de consultas em tempo constante após pŕe-
processamento lineaŕe de 1984 e aparece num
artigo de Harel e Tarjan. Estes algoritmos são
muito complexos e foram simplificados em 1988
por Schieber e Vishkin e em 2000 por Bender e
Farach-Colton (quée uma simplificaç̃oes do algo-
ritmo paralelo presente no trabalho de Berkman et
al. ).

2 O Problema
Começamos definindo o quée um ancestral de

umaárvore.
Dado um v́erticev de umáarvoreT de raizr, ex-

iste umúnico caminho der atév. Qualquer v́ertice
neste caminho será dito umancestraldev.

Ent̃ao o problema consiste em, dados dois
vértices emT , obter o ancestral de ambos mais dis-
tante da raiz, que chamamos demenor ancestral
comum(MAC).

Segue um exemplo onde om é o menor ancestral
comum deu ev:

u
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m

Figura 1: Um exemplo de MAC

3 Primeira Solução
Supomos que conhecemos aprofundidadedos

nós (informaç̃ao obt́ıvel comO(n) de consumo de
tempo e espaço,n o número de v́ertices dáarvore).
Tamb́em supomos que áarvoreé dada atrav́es de
uma funç̃ao Pai. Obtemos o menor ancestral co-
mum dos v́erticesu e v (supondo, sem perda de
generalidade, que a profundidade deu é maior ou
igual a dev) buscando o ancestralu′deu que possui
a mesma profundidade quev.

Seu′ = v, esteé o menor ancestral comum de
u e v. Caso contŕario obtemos uma seqüencia de
ancestrais deu′ e v atrav́es da funç̃ao Pai at́e que
encontramos o primeiro par de ancestrais deu′ e v

que possuem a mesma profundidade e sejam iguais,
e sendo portanto o menor ancestral comum deu e

v.

4 Uma Reduç̃ao
O problema do Range Minimum Query (RMQ),

recebe um vetor de númerosA[1, . . . , n] como en-
trada. Ent̃ao, paráındicesi e j entre 1 en, quer-se
saber quaĺe o elemento de menor valor no subvetor
A[1, . . . , n].

Uma vers̃ao mais restrita para o problema
(chamado de RMQ±1) é aquela onde exigimos que
A seja um vetor de inteiros, e todos os elemen-
tos adjacentes diferirem entre si de 1 (esta sendo
a restrição±1), temos o problema RMQ±1.

O problema do MACé reduzido ao problema
RMQ±1 da seguinte forma:

Pré-processamento:

1. SejaE um vetor que contém todos os v́ertices
que s̃ao visitados por um passeio Euleriano em
T , começando pela raiz. Então E possuim :=
2n − 1 elementos, eE[i] é o śımbolo que repre-
senta oi-ésimo ńo visitado no passeio Euleriano.

2. Seja aprofundidadede um ńo, a sua dist̂ancia
à ráız. Computa-se o vetor de profundidades
L[1, . . . , n]

3. Seja orepresentantede um ńo no passeio Eule-
riano o ı́ndice da primeira ocorrência do ńo no
passeio. Obtém-se um vetorR[1, . . . , n] tal que
R[i] é oı́ndice do representante do nó i.

Figura 2: Exempo de uma redução

Portanto, para se obter oMAC(u, v), basta obter
E[RMQL

(R[u], R[v]), segundo o lema 1. NOTA:
RMQL é o RMQ resolvido para o vetorL.

O pŕe-processamento que faz a redução é feito
como consumo de tempo e memória lineares. J́a
o RMQ±1 pode tamb́em ser resolvido em tempo
constante aṕos um pŕe-processamento linear em
meḿoria e espaço, ao dividir o vetor em blo-
cos de mesmo tamamho, e utilizar técnicas de
programaç̃ao din̂amica. Tal resultado vem de dois
fatos:

• Se dois vetores de mesmo tamanho satisfazem a

restriç̃ao±1 e diferem apenas de uma constante
em algum ponto, eles diferem desta mesma con-
stante em todos os pontos, e toda consultaRMQ

tem como resultado um elemento que está na
mesma posiç̃ao dos dois.

• Há2tamanho dos blocos−1 vetores que satisfazem a
restriç̃ao±1 e cujo primeiro elementóe zero.

5 Melhorias e Implementaç̃oes
Foram implementados uma versão do algoritmo

descrito por Bender e Farach-Colton, e uma versão
melhorada deste, proposta em [dLS03]. Ambos
diferem essencialmente na resolução do problema
RMQ±1 para os blocos. Enquando aquele utiliza
matrizes para as computações internas, este utiliza
a t́ecnica dos quatro russos, o que permite uma
economia na utilizaç̃ao de meḿoria (o queé muito
relevante para as aplicações do MAC em problemas
de biologia computacional).

Foi tamb́em implementada uma segunda mel-
horia no algoritmo, utilizando o fato de que para
resolver o problema do RMQ±1, basta resolver
o mesmo problema num vetor maior que obe-
dece algumas propriedades. Com isto houve um
ganho senśıvel na meḿoria tempoŕaria dispendida,
e um ganho pequeno na memória utilizada no pŕe-
processamento final.

6 Aplicações
Uma árvore de sufixos de uma palavraé estru-

tura compacta capaz de armazenar todos os fatores
desta palavra, e que pode ser consultada de forma
eficiente (consumo linear de tempo e espaço).

Resolvendo o MAC em tempo constante depois
de um pŕe-processamento linear, e aplicando-oà
árvores de sufixos, pode-se resolver de forma efi-
ciente os seguintes problemas:

• Encontrar todos os palı́ndromos maximais/repetições
encadeadas de um texto

• Buscas de padrões em textos admitindo erros
num dos dois ou nos dois

• Encontrar textos nos quais um padrão aparece ao
menos uma vez (quée o mesmo problema dos
sites de busca, tais como o Google
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