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Capítulo 1ResumoAlgoritmos sobre textos é uma lasse muito ampla de algoritmos om apliações de granderelevânia para diversas áreas omo Biologia Moleular Computaional e o desenvolvimento deferramentas de busas na Internet. Devido ao volume giganteso de dados envolvidos, soluçõeslineares são muito prouradas, pois podem tornar solúvel um problema antes intratável.Duas das estruturas de dados mais avançadas que permitem algoritmos extremamente e�-ientes são as Árvores dos Su�xos e as Tabelas que permitem a resolução do problema do MenorAnestral Comum em tempo onstante após um pré-proessamento linear.O projeto se onentra em estudar o problema do Menor Anestral Comum, algumas de suassoluções algorítmias, propor também melhorias (tanto no quesito de utilização de memóriaquanto no de tempo de proessamento) a estas soluções, formalizar e esrever estas melhorias,implementá-las e realizar benhmarks. Ademais, deseja-se estudar algumas de suas apliações,em partiular, envolvendo árvores dos su�xos.Esse projeto está inserido no Projeto Fundamentos da Ciênia da Computação: Algoritmos Combinatórios e Es-truturas Disretas � Projeto Temátio ProNEx - FAPESP/CNPq Pro. No. 2003/09925-5. A. P. do Lago é um dospesquisadores desse projeto. (Veja em http://pronex-foos.inubadora.fapesp.br/portal)
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Capítulo 2IntroduçãoA Combinatória das Palavras [Lot83℄ tem ganhado bastante importânia reentemente omo desenvolvimento de algoritmos [CR94℄ que possibilitem a análise, proessamento e extraçãode informações em seqüênias ada vez mais ompridas, sejam elas textos disponíveis na inter-net [it, goo℄, biblioteas digitais [Les97, NMWP99℄ ou seqüênias gen�mias [Gus97℄. Fae àsdimensões ada vez maiores destas seqüênias, algoritmos e�ientes (lineares e até sublineares)têm sido ada vez mais requisitados.Diversas formas de omparações de seqüênias aabam por reorrer à solução de problemasomo alinhamento de seqüênias ou obtenção de uma subseqüênia mais omprida que é omumàs seqüênias omparadas. Estes algoritmos são a grosso modo quadrátios, o que impossibilitasua apliação a seqüênias muito ompridas, omo as do tamanho de um genoma ompleto. Poronta disto, no ampo da biologia omputaional por exemplo, várias heurístias [AGM+90,TM99, AMS+97, PL88, Pea00℄ têm sido introduzidas de forma a que se possa eliminar estaslimitações.Nem todo problema admite uma solução e�iente, mas aqueles que admitem aabam porse tornarem entrais. Tanto que novos modelos matemátios e boas heurístias para problemasantes intratáveis sempre aabam por reorrer a estes problemas, na busa de soluções e�ientesainda que às vezes aproximadas. Num proesso normal de desenvolvimento de algoritmosapliados à Biologia, propõem-se modelos matemátios o mais realistas possíveis, para umaposterior implementação dos algoritmos. De fato, muitas vezes a e�iênia de ténias omoa onstrução da árvores dos su�xos [dLS03℄ e a obtenção do Menor Anestral Comum [dLS03℄interferem na elaboração destes modelos de forma que os algoritmos e heurístias resultantespossam valer-se delas. Este é o aso de diversas implementações de alinhadores de seqüên-ias [DKF+99, BPM+00℄ bem omo ferramentas que se prestam ao estudo das repetições numaseqüênia gen�mia [KCO+01℄.De fato, as árvores dos su�xos e as tabelas neessárias à resolução do problema do MenorAnestral Comum(MAC) são duas das estruturas de dados mais avançadas e importantes à elab-4



oração de algoritmos e�ientes que possam ser utilizados no estudo de seqüênias extremamenteompridas. Reentemente foi esrito [dLS03℄ um livro que visita novamente os dois problemase foram também apresentados alguns algoritmos e�ientes que onstroem e fazem uso e�ientedestas estruturas.Entre os problemas que são resolvidos de forma e�iente pelas duas estruturas de dadosestão: enontrar maior fator omum de duas palavras, enontrar todos os palíndromos maxi-mais/repetições enadeadas (ou palavras que são palíndromos/repetições enadeadas a menosde uma erta quantidade de erros) de um texto, busas de padrões em textos admitindo errosnum dos dois ou nos dois, e o de enontrar textos nos quais um padrão aparee ao menos umavez (que é o mesmo problema dos sites de busa, tais omo o Google [goo℄).O problema do Menor Anestral Comum em árvores tem uma longa história de melhoras.A primeira solução não trivial aparee em 1973 e é publiada em [AHU76℄. A primeira soluçãode onsultas em tempo onstante após pré-proessamento linear é de 1984 e aparee em Harele Tarjan [HT84℄. Estes algoritmos são muito omplexos e foram simpli�ados em 1988 porShieber e Vishkin em [SV88℄ e em 2000 por Bender e Farah-Colton em [BFC00℄. O problema doMínimo de um Vetor aparee em 1984, num trabalho de Gabow, Bentley e Tarjan em [GBT84℄.Existe uma desrição detalhada da variante de Shieber e Vishkin no livro de Gus�eld [Gus97℄,que é um dos raros asos em que o algoritmo é desrito om alguns detalhes num livro. Existeuma ampla literatura sobre o problema, seus usos e suas generalizações. O problema é disutidonos trabalhos [BPSS01, AGKR02, BFC02℄.2.1 Menor Anestral Comum (MAC)2.1.1 Grafos e ÁrvoresOmitiremos as pouas de�nições e propriedades elementares sobre grafos e árvores que serãoneessárias a este projeto. Um leitor poderá enontrá-las1 na página 4 de [dLS03℄ ou em qualquerlivro de teoria de grafos.2.1.2 Alfabetos e PalavrasSeja A um alfabeto �nito. Qualquer seqüênia �nita de letras de A é também hamadade palavra em A, ou simplesmente palavra se o alfabeto for laro. Outros sin�nimos muitasvezes enontrados para as palavras inluem adeias, strings e seqüênias (o termo palavra serápreferido ao longo do projeto). O omprimento de uma palavra w é o omprimento da seqüênia�nita e é denotado por |w|. O onjunto das palavras om letras em A (inlusive a palavra vazia2
1) é denotado por A∗. A onatenação de duas palavras u e v é de�nida de forma natural e é1http://palavras.inubadora.fapesp.br/portal/livro/livro.pdf2O símbolo λ também é omumente usado para representar a palavra vazia.5



denotada por u · v, ou simplesmente uv. Observe que |uv| = |u| + |v|. O elemento neutro daonatenação é a palavra vazia 1. Dado um inteiro qualquer k ≥ 0 e uma palavra w, de�nimos
wk a potênia de w a k omo sendo a onatenação de k ópias de w. Dizemos x ∈ A∗ é pre�xo,su�xo ou fator de w ∈ A∗ se w ∈ xA∗, w ∈ A∗x, ou w ∈ A∗xA∗, respetivamente. Dado
0 ≤ k ≤ |w|, observe que há um únio pre�xo de w de omprimento k e um únio su�xo de wde omprimento k.2.1.3 Árvores dos Su�xosDada uma árvore rotulada por palavras nas arestas, assoiamos a um vértie v a palavraobtida pela onatenação seqüenial dos rótulos das arestas pertenentes ao únio aminhoque vai da raiz até o vértie v. Dada uma palavra w, sua árvore dos su�xos é a árvore ommenor número de vérties onde as arestas são rotuladas om palavras não vazias e as seguintespropriedades são satisfeitas:
• palavras que rotulam arestas distintas que partem de um mesmo vértie v omeçam omletras distintas;
• existe um onjunto de vérties, ditos �nais, tais que o onjunto das palavras assoiadas aeles é o onjunto dos su�xos de w.Uma propriedade fundamental da árvore dos su�xos de uma palavra w é que ela é umaestrutura ompata apaz de armazenar todos os fatores de w e que pode ser onsultada deforma e�iente.2.1.4 O problema do MACDado um vértie v de uma árvore T de raiz r, existe um únio aminho de r até v. Qualquervértie neste aminho será dito um anestral de v. Dados dois vérties em T , seu menoranestral omum3(MAC) é o anestral de ambos mais distante da raiz. Usualmente, deseja-se pré-proessar e�ientemente T de forma que qualquer onsulta sobre o MAC de dois vértiesquaisquer em T possa ser resolvida em tempo onstante.Em prinípio, não é neessário que a árvore sobre a qual se resolve o problema do MAC sejauma árvore dos su�xos, ontudo esta é uma apliação bastante útil e freqüente no estudo deseqüênias.

3Em inglês: Least(ou Lower) Common Anestral: LCA.6



Capítulo 3Justi�ativaO projeto tem omo objetivo estudar vários tópios, que, apesar de sua relevânia paramuitos problemas, não são abordados pelas matérias ofereidas tanto à graduação quanto àpós em Ciênia da Computação no IME. O assunto é relevante o su�iente para ser visto emursos de doutorado em universidades no exterior, omo é o aso do MIT. Os algoritmos a seremestudados são apliações e�ientes do MAC, resolvido em tempo onstante depois de um pré-proessamento linear sobre Árvores de Su�xos, busando soluções de preferênia lineares paraos problemas desritos abaixo.3.1 Apliações do MAC sobre Árvores dos Su�xos3.1.1 Problema da extensão omum mais longaSão dadas as palavras s e t, de omprimentos m e n respetivamente, e uma seqüênia depares de posições (ik, jk) ∈ {1, . . . ,m} × {1, . . . , n}. Para ada um dos pares (ik, jk) queremosalular o omprimento do fator omum mais longo de s e de t que oorre na posição ik em s e
jk em t.3.1.2 Palíndromos maximaisSeja f a função inversão de uma palavra, ou seja, se w é uma palavra de omprimento ma i-ésima letra de f(w) é a m − i + 1-ésima letra de w. Uma palavra w é dita palíndromose w = f(w). Um fator w[i..j] de uma palavra w é um palíndromo maximal em w se w[i..j]for palíndromo e w[i − 1..j + 1] não é de�nida ou não é palíndromo. O problema onsiste emenontrar todos os palíndromos maximais de uma palavra w.
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3.1.3 Busa de padrão exata om oringasUma busa de padrão exata om oringas de um padrão p num texto t pode ser feitaadmitindo oringas em p e/ou t. Cada oorrênia do oringa pode ser vista omo uma letraadiional ao alfabeto que admite um asamento perfeito om qualquer letra do alfabeto durantea omparação das letras de p om as de t. Este problema tem uma solução linear ao utilizaruma solução e�iente para o problema do MAC.3.1.4 Busa de padrão om errosSão dados uma palavra s de omprimento m, também hamada padrão, uma outra palavra
t de omprimento n, também hamada texto e um inteiro k ≥ 0 �xo. Queremos saber se existefator de t om o mesmo omprimento de s e ujas letras diferem das de s em no máximo kposições. Tipiamente, k é muito menor que m, que por sua vez é menor que n, i.e.,

k ≪ m < n.3.1.5 Palíndromos aproximados e repetiçõesDado um inteiro k > 0, um palíndromo om k erros é uma palavra s tal que exista umpalíndromo t, om o mesmo omprimento de s, e ujas letras diferem das de s em no máximo
k posições.Uma repetição enadeada1 é uma palavra v tal que existam um inteiro k > 1 e um pre�xo
w de v tais que wk é pre�xo de v, que por sua vez é pre�xo de wk+1.Dado um inteiro k > 0, uma repetição enadeada om k erros, é uma palavra s tal que existauma repetição enadeada t, om o mesmo omprimento de s, e ujas letras diferem das de s emno máximo k posições.O problema em questão é o de detetar todos os palíndromos om k erros, todas as repetições,e todas repetições om k erros numa palavra. Este problema pode ser resolvido em tempopolinomial omo uma apliação do MAC sobre árvores dos su�xos.3.1.6 k-fator omumO problema do k-fator omum pode ser resolvido em tempo linear ao utilizar o MAC. Oproblema onsiste em, dadas K palavras distintas, determinar, para todo k : 2 ≤ k ≤ K omaior fator omum em pelo menos k das K palavras.1Tradução de tandem repeat.
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3.1.7 Busa de Doumentos (Doument Retrival)Dados k textos, queremos pré-proessá-los de modo a, dado um padrão, sermos apazesde determinar rapidamente em quais destes textos o padrão aparee ao menos uma vez. Esteproblema é resolvido por um site de busas na Internet omo o Google [goo℄.
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Capítulo 4ObjetivosO objetivo prinipal do projeto é estudar o problema do Menor Anestral Comum e algumassoluções já propostas, bem omo propor melhorias a estas soluções que levem a uma solução maise�iente. Para tanto, serão feitas omparações om estas outras soluções, tanto teoriamentequanto através de benhmarks. Uma implementação também será neessária, para tanto.Também se pretende estudar, e eventualmente implementar, algumas das apliações do MACdisutidas anteriormente.Sendo-se feitas melhorias em relação aos algoritmos apresentados no livro [dLS03℄, omo omesmo se enontra disponível1 para alterações ooperativas no projeto da inubadora FAPESP,pretende-se propor alterações ao livro de forma a inluir estas eventuais melhorias. Eventual-mente, onsiderar-se-á a possibilidade de que seja esrito algum relatório ténio e/ou artigo.O aluno onsidera a hipótese de dar ontinuidade a este trabalho numa pós-graduação.

1http://palavras.inubadora.fapesp.br/portal/livro/livro.pdf10



Capítulo 5Síntese da Bibliogra�a fundamental
• do Lago e Simon [dLS03℄: até onde saibamos, este é primeiro livro em português que de-sreve uma onstrução em tempo linear das árvores dos su�xos (desenvolvendo a solução deMCreight) bem omo uma solução em tempo onstante do problema do Menor AnestralComum (desenvolvendo e melhorando uma solução de Bender e Farah-Colton [BFC00℄);
• Gus�eld [Gus97℄: este é um livro de Biologia Computaional, que trata de vários problemasna área, enfoando reonheimento exato e inexato de padrões de um texto. Inlui apí-tulos espeí�os para tratar de algoritmos de onstrução de árvores dos su�xos (baseadoem artigo de Ukkonen), e uma solução em tempo onstante do Menor Anestral Comumapós um pré-proessamento linear (baseado em artigo de Shieber e Vishkin [SV88℄) aapresenta inúmeras apliações à Biologia Computaional;
• Bender e Farah-Colton [BFC00℄: este é um artigo que propõe uma versão seqüenialobtida a partir de uma simpli�ação de uma solução paralela [BGSV89℄ para o problemado Menor Anestral Comum e que possui a grande virtude de ser uma solução bem maissimples se omparada à solução original de Harel de Tarjan [HT84℄ ou mesmo à soluçãojá mais simples de Shieber e Vishkin [SV88℄;
• Muthukrishan'02 [Mut02℄: este é um artigo om uma solução em tempo ótimo (linear notamanho da saída) para o problema de Busa de Doumentos (Doument Retrival) apósum pré-proessamento linear.
• Mihael A. Bender [BPSS01℄: artigo que trata do problema do Menor Anestral omumem Grafos Dirigidos Aílios (DAGs), omentando algumas de suas apliações maisrelevantes. O artigo mostra um algoritmo Ω(n3) para preproessar um DAG de modoa responder, em tempo onstante, qual é o menor anestral omum de dois vérties doDAG. Além disso o artigo faz estudos de performane, além de demonstrações aera dadi�uldade omputaional do problema. 11



Capítulo 6Resumo das Atividades Realizadas1. Dos artigos presentes na síntese bibliográ�a do projeto original, onsideramos nesta faseaqueles que tratam de soluções para o problema do MAC: [BFC00℄, [dLS03℄ e [SV88℄. Asresenhas enfoaram as soluções para o problema do Menor Anestral Comum presentesnos trabalhos, e uma análise rítia do onsumo de espaço. O artigo de Shieber eVishkin [SV88℄ foi esolhido ao invés do apítulo 8 do Gus�eld [Gus97℄ pois durante oestudo ahamos que o primeiro é mais laro, além de ser o artigo original.2. O algoritmo desrito por Lago e Simon [dLS03℄ foi implementado. Foram estudadas eapliadas as seguinte melhorias:(a) eliminação das tabelas de logaritmos e exponenial, om ganho onstante de e�iêniaem asos de apliação reais;(b) redução de uma tabela de tamanho O(n) à sua metade;() diminuição da memória auxiliar utilizada no pré-proessamento.3. Foram realizados vários testes om árvores aleatórias e om árvores de su�xos geradas apartir de textos reais. Os testes inluíram a omparação om um algoritmo de tempo deonsulta de ordem da altura da árvore.4. O algoritmo desrito em [BFC00℄ foi implementado, e omparado om a implentaçãodesrita por Lago e Simon [dLS03℄, e om uma implementação do algoritmo desrito em[SV88℄, da oleção de algoritmos Strmat1.
1http://www.s.udavis.edu/ gus�eld/strmat.html 12



Capítulo 7Detalhamento dos ProgressosRealizados
7.1 Resenhas: Visão GeralEste projeto parte do apítulo 4 do livro Lago e Simon [dLS03℄, que por sua vez desenvolveo trabalho de Bender e Farah-Colton [BFC00℄. Suas resenhas se enontram a seguir.Este trabalho, por sua vez, é por sua vez uma simpli�ações do algoritmo paralelo presenteno trabalho de Berkman et al. [BGSV89℄, que não faz parte do onjunto de artigos estudadospor ser paralelo.Apresentamos um pequeno resumo de Shieber e Vishkin [SV88℄. Por ausa da omplexidadedos seus detalhes, a versão integral da resenha deste artigo pode ser enontrada no apêndie.É relevante notar que embora o artigo do Shieber e Vishkin seja baseado no de Harel eTarjan [HT84℄, este não foi seleionado para estudo por ser sensivelmente mais omplexo do queaquele, apesar de ter a importânia história de ter sido o primeiro artigo apresentando umasolução om onsultas em tempo onstante após um pré-proessamento linear.7.2 Shieber e VishkinO algoritmo se baseia fortemente em dois fatos:
• Se a árvore sobre a qual se deseja responder o MAC é um aminho, então a profundidadede ada vértie, obtível om tempo e memória lineares, é su�iente para resolver o MAC.
• Se a árvore fosse uma árvore binária ompleta, uma enumeração dada por uma busainordem na árvore é su�iente para resolver onsultas do MAC em tempo onstante.Para os detalhes do algoritmo, veja o apêndie do relatório.13



7.3 Bender e Farah-Colton7.3.1 Problema Range Minimum Query (RMQ)De�niçãoO problema do Range Minimum Query (RMQ), reebe um vetor de números A[1, . . . , n]omo entrada. Então, para índies i e j entre 1 e n, quer-se saber qual é o elemento de menorvalor no subvetor A[1, . . . , n].Uma versão mais restrita para o problema (hamado de RMQ±1) é aquela onde exigimosque A seja um vetor de inteiros, e todos os elementos adjaentes diferirem entre si de 1 (estasendo a restrição ±1), temos o problema RMQ±1.RMQ e MACAo longo do texto, T india uma árvore enraizada dada para o problema do MAC, e quepossui n vérties.Lema 1 MAC(u, v) é o vértie menos profundo enontrado nas visitas de u e v em uma busaem profundidade em T .O problema do MAC se reduz ao problema RMQ±1 da seguinte forma:Pré-proessamento:1. Seja E um vetor que ontém todos os vérties que são visitados por um passeio Eulerianoem T , omeçando pela raiz. Então E possui m := 2n − 1 elementos, e E[i] é o símboloque representa o i-ésimo nó visitado no passeio Euleriano.2. Seja a profundidade de um nó, a sua distânia à raíz. Computa-se o vetor de profundidades
L[1, . . . , n]3. Seja o representante de um nó no passeio Euleriano o índie da primeira oorrênia do nóno passeio. Obtém-se um vetor R[1, . . . , n] tal que R[i] é o índie do representante do nó
i.Portanto, para se obter o MAC(u, v), basta obter E[RMQL

(R[u], R[v]), segundo o lema 1.NOTA: RMQL é o RMQ resolvido para o vetor L.7.3.2 Resolução E�iente do RMQ±1Apresentamos então a resolução em tempo O(m) para um pré-proessamento, e tempo O(1)para as onsultas. Além disto, toda a omputação dispõe de memória linear.14



Supomos que temos um vetor de inteiros A[1, . . . ,m] om a restrição ±1. Denotamos por
lg(x) por logx

2 . Partiionamos o vetor A em bloos de tamanho lg(m)/2 (a menos do últimobloo, que pode ter menos). De�nimos o vetor A′[1, . . . , 2m/ lg(m)], onde A′[i] é o valor mínimodo i-ésimo bloo. De�nimos o vetor B′[1, . . . , 2m/ lg(m)] tal que B[i] é a menor posição dentrodo i-ésimo bloo que tal valor oorre.Para responder o MAC dentro dos bloos, introduzimos o oneito de vetor normalizado:Um vetor é normalizado se seu primeiro elemento é 0.Lema 2 Existem 2(lg(m)/2)−1 = O(
√

m) tipos de bloos normalizados que satisfazem à restrição
±1.Lema 3 Se dois vetores que satisfazem à restrição ±1 diferem de uma onstante c em adaposição, então a posição das onsultas RMQ nos dois é a mesma, apenas diferindo o valorabsoluto do mínimo.Então são pré-omputadas O(

√
m) tabelas, uma para ada bloo normalizado possível. Cadatabela possui todas as (lg(m)/2)2 = O(lg2(m)) respostas de onsultas RMQ possíveis naquelebloo. Todas as tabelas são trivialmente omputadas em tempo O(

√
m lg2(m)) = O(m), egastam o mesmo espaço. O lema 3 garante que podemos tratar apenas de bloos normalizados.Dados os mínimos dos bloos, obtém uma matriz M , onde M [i, j] = argmink=i...i+2j

−1A
′[k].

M é omputada e oupa espaço O( 2m
lg(m) lg( 2m

lg(m))) = O(m), usando programação dinâmia.Feito todo o pré-proessamento, respondemos ao RMQ(i, j) da seguinte forma:1. Obtém-se das tabelas o mínimo a partir de i até o �m do seu bloo.2. Computa-se o mínimo de todos os bloos entre os de i e de j3. Obtém-se o mínimo a partir omeço do bloo de j até j.Que, dadas as estruturas obtidas no pré-proessamento, é feito em tempo O(1)7.3.3 Consumo de EspaçoUma vez feito o pré-proessamento, o algoritmo de obtenção do MAC preisa armazenarapenas as seguintes estruturas, om os respetivos tamanhos de seus elementos, e om suasdimensões, lembrando que m := 2n − 1.
15



Estrutura Dimensão Tamanho dos ElementosVetor dos Vérties do passeio Euleriano E m lg(m)Vetor de Profundidades L m lg(m)Vetor de Representantes R n lg(m)Tabelas dos mínimos dos bloos normalizados 2(lg(m)/2)−1( lg(m)
2 )2 lg(lg(m))Matriz de mínimo entre bloos M 2m

lg(m) lg( 2m
lg(m) ) lg(m)Vetor que relaiona bloos om tabelas 2m

lg(m) (lg(m)/2) − 1Nota 1 O vetor que relaiona bloos om tabelas não é menionado no artigo de Bendere Farah-Colton, mas é neessário relaionar um bloo do Vetor V om a respetiva tabela demínimos internos. Como são 2(lg(m)/2)−1 tabelas, o logaritmo deste valor é neessário paraindexá-las.Uma implementação real que trate de valores de n < 231, e portanto m < 232, e que trateom unidades de 8 bits, preisa de 4 bytes para armazenar m e de 1 byte para armazenar lg(m),e portanto tem um onsumo de espaço por vértie de T, quando m é aproximadamente 232, epor estrutura: Estrutura Aproximação do Consumo deespaço em bytes por VértieVetor dos Vérties do passeio Euleriano E 8Vetor de Profundidades L 8Vetor de Representantes R 4Tabelas dos mínimos dos bloos normalizados 0.2Matriz de mínimo entre bloos M 14.55Vetor que relaiona bloos om tabelas 0.27Logo o usto total por vértie numa implementação real, sob tais hipóteses, é de aproxi-madamente 35 bytes.7.4 Lago e Simon7.4.1 IntroduçãoA algoritmo de resolução do MAC proposto em [dLS03℄ utiliza a mesma estratégia deredução ao problema RMQ±1 presente em [BFC00℄. As prinipais diferenças entre os trabalhosenontram-se na resolução das onsultas internas aos bloos e parte do pré-proessamento doRMQ±1. 16



De�nição 1 Um vetor de inteiros é denominado ontínuo se ele possui a restrição ±1.Portanto podemos hamar o problema RMQ±1 de Mínimo de um Vetor Contínuo(MVC).De�nição 2 Um vetor de inteiros é dito normalizado se seu primeiro elemento é zero.7.4.2 Resolução E�iente do MVCApresentamos então a resolução que gasta tempo O(m) para um pré-proessamento, e tempo
O(1) para as onsultas. Além disto, toda a omputação dispõe de memória linear.De�nição 3 O Vetor de Diferenças V ′ de um vetor ontínuo V [1, . . . ,m] é vazio se m = 0,ou é de�nido da seguinte forma: V ′[i] = V [i + 1] − V [i], para todo i tal que 1 ≤ i < m. Noteque omo V é um vetor ontínuo, os elementos de V ′ são 1 ou −1.De�nição 4 Seja V um vetor ontínuo e V ′ seu vetor de diferenças. Seja p(V ) a palavra em
{−1, 1}∗ formada pela onatenção dos elementos de V ′ (de�nimos p omo a palavra vazia λaso V ′ seja vazio). Então de�nimos f(V ) omo a palavra em {0, 1}∗ formada substituindo asletras −1 por 0 em p(V ).A de�nição aima é equivalente a dizer que:

f(V [1, . . . ,m]) =











λ se m = 1

f(V [1, . . . ,m− 1]) · 0 se m > 1 e V [m] = V [m− 1]− 1

f(V [1, . . . ,m− 1]) · 1 se m > 1 e V [m] = V [m− 1] + 1Observação: A representação binária om k bits, k ≥ m, de f(V ) não é únia, pois ela inluizeros mais signi�ativos.Exemplo: Sejam V = [0,−1,−2,−1], e S = [0,−1,−2,−1]

f(V ) = 001

f(S) = 01Contudo, as reprsentações om 3 bits tanto de f(V ) quanto de f(S) são iguais a 001. Éimportante notar que não haveria falta de uniidade se todos os vetores ontínuos om quetrabalhássemos tivessem o mesmo omprimento.Introduzindo uniidade: Para eliminar o problema de falta de uniidade na representaçãobinária, representamos 1 · f(V ) ao invés de f(V ). Denominamos Cracha(V) o número ujarepresentação binária é 1 · f(V ).Observação 1 Se dois vetores ontínuos de mesmo tamanho diferem de uma onstante ele-mento a elemento, então ambos possuem o mesmo rahá. Contudo, dado um rahá c, sóexiste um vetor ontínuo normalizado que possui c omo rahá.17



Pré-proessamento:Os passos do pré-proessamento que diferem dos itados em [BFC00℄ são:1. O vetor V é partiionado em bloos de tamanho1 b := lg(m) e não lg(m)
2 . Esta alteraçãonão altera a omplexidade deste algoritmo devido à ténia dos russos. Visando garantira linearidade, b não pode exeder ou ser igual a lg(m)/2.2. Para responder as onsultas do MVC dentro de um bloo, não utilizamos as O(

√
m)tabelas, mas sim a ténia dos quatro russos. É então utilizado um vetor RUSSO, talque RUSSO[i] é a posição do menor elemento do vetor ontínuo normalizado que possui

i omo rahá, para i entre 1 e 2b−1 = lg(m), onde b é o tamanho dos bloos de V .3. Existe um vetor auxiliar que identi�a ada bloo om o seu rahá.4. São montadas tabelas om as pré-omputações dos logaritmos na base dois de todos osnúmeros entre 1 e m. Também são pré-omputados os valores de 2k, para k entre 0 e ⌊logk
2⌋.Em [BFC00℄ estas pré-omputações não são desritas, apenas onsideradas possíveis edesaopladas do algoritmo de resolução do problema do MVC.Consultas MVC dentro de bloos:As onsultas se baseiam no fato de que, dado o rahá c de um vetor ontínuo normal-izado v, podemos obter em tempo O(1) os rahás dos subvetores ontínuos normalizados (oupossivelmente vazios) x e y, sendo que v = x · y. Os passos da onsulta MV C(i, j)são:1. Sejam gi e gj os bloos de i e j respetivamente. Devolva erro se gj 6= gi, ou se i > j.2. Seja pi a posição relativa do elemento i dentro do bloo.3. Seja c1 o rahá do subvetor x1 := gi[pi . . . lg(m)].4. Seja c2 o rahá do subvetor x2 := x1[1 . . . j − i + 1].5. Devolva i− 1 + RUSSO[c2].7.4.3 Consumo de EspaçoUma vez feito o pré-proessamento, o algoritmo de obtenção do MAC preisa armazenarapenas as seguintes estruturas, om os respetivos tamanhos de seus elementos, e om suasdimensões, tomando m := 2n − 1.1lg(m) é notação para logm
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Estrutura Dimensão Tamanho dos ElementosVetor dos Vérties do passeio Euleriano m lg(m)Vetor de Profundidades m lg(m)Vetor de Representantes n lg(m)Vetor dos Russos m lg(lg(m))Vetor dos Crahás m
lg(m) lg(m)Matriz de mínimo entre bloos m

lg(m) lg( m
lg(m)) lg(m)Nota 2 Não onsideramos as tabelas de logaritmos e exponeniais pois os algoritmos desritosem [BFC00℄ e [SV88℄ não fazem tal onsideração, e pois ambas operações podem ser exeutadasem tempo onstante em números de omprimento lg(m).Uma implementação real que trate de valores de n < 232, e portanto m < 231, e que trate omunidades de 8 bits, preisa de 4 bytes para armazenar m e de 1 byte para armazenar lg(m), eportanto tem um onsumo de espaço por vértie de T, quando m é aproximadamente 232, e porestrutura: Estrutura Aproximação do Consumo deespaço em bytes por VértieVetor dos Vérties do passeio Euleriano 8Vetor de Profundidades 8Vetor de Representantes 4Vetor dos Russos 2Vetor dos Crahás 0.27Matriz de mínimo entre bloos 6.96Logo o usto total por vértie numa implementação real, sob tais hipóteses, é de aproxi-madamente 30 bytes.7.5 MelhoriasAqui detalhamos as melhorias feitas em relação ao algoritmo desrito por Lago e Simon [dLS03℄.7.5.1 Eliminação das Tabelas de Logaritmos e ExponeniaisOs vetores que possuem logaritmos e exponeniais, que são usados nas onsultas do MVCsão vetores uja quantidade de elementos depende de n. Contudo, os exponeniais podem serfeitos em uma instrução de máquina utilizando a operação de bits SHIFTLEFT.19



A obtenção dos logaritmos na base dois podem ser feitos também em tempo onstante,utilizando Masaras de bits que sempre dividem os bits ao meio. Para números de até 232bits, que foi o enfoque da implementação, são neessárias apenas lg(lg(232)) = 5 operações demásaras e shifts, utilizando esta ténia.Contudo, segundo experimentos, esta ténia é era de duas vezes menos e�iente, se atabela de logaritmos onsegue �ar no ahe da máquina. Como o algoritmo implementadoutiliza muitas outras estruturas mais volumosas e utilizadas mais freqüentemente, esta suposiçãode que a tabela de logaritmos permaneça no ahe não é realista. Segundo os testes, quando atabela de logaritmos é grande demais para permaneer no ahe, a utilização da tabela é erade sete vezes menos e�iente do que o álulo do logaritmo por másaras e shifts.Seguem os resultados obtidos numa máquina 1466.755MHz de lok, e 256KB de ahe(foram utilizados amostras om 3 milhões de números):Tamanho do Tabela Tempo da Computação Tempo da Computação porde Logaritmos utilizando a Tabela (segundos) Shifts e Másaras (segundos)10 0.090000 0.13000050 0.090000 0.130000100 0.090000 0.140000500 0.090000 0.1500001000 0.090000 0.1400005000 0.090000 0.14000010000 0.100000 0.14000050000 0.100000 0.140000100000 0.090000 0.140000500000 0.280000 0.1500001000000 0.440000 0.1300005000000 0.170000 0.14000010000000 0.110000 0.140000Portanto, podemos sem temer perda de e�iênia, eliminar tais tabelas do algoritmo propostoem [dLS03℄.7.5.2 Crahás de Vetores de Comprimento FixoSeja f omo de�nida na resenha de Lago e Simon. Baseado no fato de que f não perdeuniidade se todos os vetores om que trabalharmos possuem o mesmo número de elementos,de�nimos uma nova identi�ação dos vetores ontínuos normalizados:De�nição 1 O rahá β (denotado por Crachaβ) de um vetor ontínuo normalizado V é onúmero uja representação binária é f(V ). 20



Observação 1 ∀ V , vetor ontínuo, Cracha(V) = 1 ·Crachaβ(V), quando vistos omo palavrasem {0, 1}∗.Ao nos restringirmos a trabalhar apenas omo rahás de ontínuos normalizados de om-primento igual a b (que é o do tamanho do bloos que partiionam o vetor ontínuo sobre o qualse deseja fazer onsultas MVC), podemos utilizar a representação binária om k bits, k maiorou igual ao tamanho dos bloos menos 1 sem perder uniidade.Lema 1 Dado um vetor ontínuo normalizado V tal que:
Crachaβ(V) = c ∈ {0, 1}∗, |c| = m− b + 1Seja w um fator de c. Então é possível em tempo O(1), obter a posição do menor elementonum vetor ontínuo normalizado S, tal que Cracha(S) = 1 · wEste lema implia que podemos obter em tempo O(1) o MVC interno a um bloo (que éum vetor ontínuo) a partir de seu Crachaβ. Logo a omplexidade das onsultas MVC não éafetada.Logo, basta guardar a representação binária om m−b+1 do rahá β dos vetores ontínuosnormalizados.7.5.3 Diminuição da Memória AuxiliarA utilização de rahás de vetores ontínuos normalizados om lg(m) elementos permite queos vetores auxiliares (que armazenam as posições dos mínimos, os valores destes, e a diferençaentre o valor do último elemento do vetor e o primeiro) não preisem armazenar os valores paratodos os vetores ontínuos normalizados om menos do que lg(m).A melhoria, onsiste armazenar os valores para vetores ontínuos normalizados om menosdo que lg(m) ujos rahás, quando vistos omo palavras em {0, 1}∗, são pre�xos do rahá dovetor om lg(m) elementos uja posição do mínimo queremos obter.Exemplo: Para obter a posição do mínimo do vetor ontínuo ujo rahá é 0010, bastaobtermos a posição do mínimo dos vetores ontínuos normalizados ujos rahás são: 0, 00e 001.Logo o onsumo de memória auxiliar para a omputação do vetor RUSSO ai de O(m) para

O(lg(m)).7.6 Implementação, testes e experimentosTodos os algoritmos e testes implementados foram esritos na linguagem C. Além da imple-mentação de uma versão melhorada do algoritmo desrito em [dLS03℄, e do algoritmo desritoem [BFC00℄foram implementados: 21



• um algoritmo ingênuo que resolve o MAC após pré-proessamento linear e onsultas emtempo proporional à soma dos omprimentos dos aminhos até a raiz;
• um gerador de testes de onsultas do MAC para árvores geradas aleatóriamente e paraárvores de su�xos geradas a partir de textos variados.O gerador de árvores aleatórias é um simples gerador que omeça om uma árvore om umnó, e a ada passo aresenta um novo vértie de modo que a probabilidade dele ser �lho deada um dos nós já presentes na árvore é uniforme.Para obter as árvores de su�xos a partir de textos foi utilizada uma bibliotea de riada porStefan Kurtz. Contudo foi neessário onverter para a representação utilizada pelos algoritmosde testes e de resolução do MAC a representação utilizada pela bibliotea, uma vez estas eraminompatíveis. A bibliotea pode ser enontrada http:/www.genomis.jhu.edu/MUMmer, omoparte do fonte do programa MUMmer 3.0.Nos testes realizados foram feitas variações do tamanho dos bloos utilizados no pré-proessamentodo MVC, omparações dos algoritmos desritos em [dLS03℄, [BFC00℄ e [SV88℄, e do algoritmoingênuo, e experimentações om álulo de logaritmo (alulado de forma direta omparadoom o pré-proessado). Os testes foram realizados em várias máquinas diferentes, om grandesdiferenças de on�gurações.Uma análise iniial omprovou nossa intuição, que o algoritmo desrito em [SV88℄, porrealizar pouas operações bastantes simples e oupar menos memória (não exigindo tanto damemória ahe do sistema), tem um onsumo de tempo menor por onsulta que os outrosalgoritmos. Seguindo nossas previsões, o algoritmo ingênuo se mostrou bem menos e�ientepara as instânias maiores, e as onsultas utilizando o algoritmo desrito em [BFC00℄ se mostroupouo menos e�iente do que o algoritmo desrito em [dLS03℄ para instânias maiores devido asua relativa maior neessidade de memória (embora sua onsulta exiga pouo menos álulo).7.7 Di�uldadesUma das grandes di�uldades foi enontradar implementações em C dos algoritmos deBender e Farah-Colton [BFC00℄ e de Shieber e Vishkin [SV88℄, que fossem bem doumentadase de fáil adaptação às nossas neessidades. Estas são importantes para a omparação dosalgoritmos em apliações reais que pretendemos realizar. Ao �m optamos por implementar oprimeiro, e enontramos uma implementação adequada do segundo.Uma das maiores surpresas ontudo foi a relevânia da in�uênia da memória ahe no testes.A utilização do ahe se mostrou determinante para garantir que a tabela de logaritmos, devidoà poua freqüênia que é utilizada nas onsultas do MVC, se mostrasse menos e�iente do que aobtenção direita do logaritmo na base 2. Os testes realizados em máquinas variadas mostraramque a utilização de uma tabela pequena (menos de 1000 entradas) é duas vezes mais e�iente22



do que o álulo direto, enquanto a utilizaçãode tabelas om era de 3M entradas é era de 7vezes meno e�iente do que o álulo direto.
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Capítulo 8Parte Subjetiva
8.1 A Pesquisa e o BCCA iniiação ientí�a que deu origem à esta pesquisa omeçou em Novembro de 2004 e temprazo para terminar em Janeiro de 2006. A esolha do tema de pesquisa foi feita baseada na suaproximidade om a área de Grafos, uma matéria que tinha aabado de ursar, e om que sentigrande a�nidade. No omeço eu tinha um pouo de reeio de trabalhar om alguns assuntosdos quais eu não tinha nenhum onheimento (tais omo Linguagens Formais e Biologia Com-putaional), mas depois de ter lido alguns textos introdutórios indiados pelo meu orientador,ganhei on�ança em avançar om a pesquisa.Depois de passado os estudos introdutórios, eu e meu orientador optamos por onorrer auma bolsa FAPESP, apesar de estarmos ientes que isso tornaria a iniiação bem mais exigentepara nós dois (omo de fato se mostrou na époa da elaboração do relatório parial).Durante a pesquisa senti muitas vezes a frustração do fato de que alguns proessos paraserem adequadamente realizados exigem muito mais tempo do que eu imaginava. Isso aonteeuprinipalmente na realização das leituras dos artigos e livros, muitas vezes mal esritos, omnotações distintas, ou até mesmo inompletos. Também senti bastante di�uldade na onfeçãodas resenhas, que muitas vezes exigiam não só um entendimento mais profundo do texto, omotambém a onfeção de um texto mais laro que o original.Ao longo da pesquisa, foi interessante pereber omo vários dos oneitos aprendidos aolongo de todo o urso eram utilizados, mesmo que sutilmente (seja no estudo de resimento defunções, entendimento de memória virtual de um sistema operaional, ou em propriedades deLinguagens).Apesar de não estar inlinado a seguir estudando Biologia Computaional no meu mestrado,e tampouo seguir arreira aadêmia, aredito que a experiênia foi bastante proveitosa, poistive de aprender omo pesquisar, trabalhar em projetos de longo prazo, redigir textos ientí�oslaros, e trabalhar om outras pessoas. Também tive de aprender a dar palestras, uma vez que24



tive reuniões semanais om meu orientador ao longo de todo o projeto nas quais eu apresentavao que tinha feito ao longo da semana.8.2 Disiplinas Mais relevantesMAC0328 Algoritmos em Grafos Pois muitos oneitos envolvendo árvores e busas emgrafos foram utilizadas diretamente ao longo da iniiação, além de ter sido muito importantepara a ompreensão de outras matérias relevantes para a pesquisa.MAC0338 Análise de Algoritmos Não só por ter sido fundamental na análise dos algo-ritmos, omo também por ter me ensinado ténias muito utilizadas nos algoritmos vistos (taisomo programação dinâmia).MAC0414 Linguagens Formais e Aut�matos Os oneitos formais de palavras e lingua-gens são bastante fundamentais para as apliações dos algoritmos.MAT0213 Álgebra II Embora não tenha sido utilizada diretamente, essa matéria foi bas-tante relevante por seu enfoque em demonstrações formais (que foram muitas vezes neessáriaspara garantir propriedades não demonstradas pelos artigos e livros).MAC0422 Sistemas Operaionais Pois as implementações são utilizadas em sistemas op-eraionais, que podem afetar e de fato afetam os testes om suas mudanças de ontexto, suaadministração de memória, etMAC0465 Biologia Computaional As apliações dos algoritmos vistos utilizam muitoestruturas de dados vistas nessa matéria.
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Apêndie AShieber e Vishkin - Resenha
A.1 De�nições e Considerações1. Seja T uma árvore enraizada. Denotamos por V o onjunto de nós de T , e por E oonjunto de arestas da árvore. Notaremos: n := |V |.2. PREORDER(v) := i ⇔ o vértie v é o i−ésimo vértie visitado por uma busa empré-ordem em T .3. SIZE(v) é o número de vérties na subárvore enraizada em v.4. Todos os números inteiros serão utilizados na sua representação binária.5. B é a menor árvore binária ompleta om no mínimo n vérties. Os vérties de B sãodenotados V (B), e suas arestas E(B). B é isomorfa à uma árvore (V ′, E(B)), para algum

V ′ ⊂ Z, tal que ada nó de V (B) é identi�ado om o seu índie forneido por uma busaem inordem em B. Utilizando tal isomor�smo, identi�amos os vérties de B por vértiesde V ′, que são números inteiros.6. Denotamos logx
2 por lg(x).7. Denotamos por l := lg(n).8. Convenionamos que todo vértie x de uma árvore é anestral e é desendente de x.A.2 Pré proessamentoA.2.1 Passo 1Para todo v em T omputamos PREORDER(v) e SIZE(v). Repare que os valores de

PREORDER dos vérties da sub-árvore enraizada em v possuem valores no intervalo de v,26



sendo que de�nimos:intervalo de v := {x ∈ Z : PREORDER(v) ≤ x ≤ PREORDER + SIZE(v)− 1}.Lema 1: Qualquer lasse de equivalênia de INLABEL(INLABEL−1(v)) induz um aminhoem T, de omprimento possivelmente nulo.Lema 2: Se INLABEL(v) = x, que é um vértie de B, todos os desendentes de v possuemum valor de INLABEL que é desendente de x em B.Exeutando a omputação: É feita om uma busa em profundidade em T .A.2.2 Passo 2:De�nimos omo INLABEL(v) o inteiro que possui a maior quantidade de bits 0 à direita,e que está no intervalo de v. Este número está bem de�nido.Exeutando a omputação:Passo 2.1: Seja i := ⌊lg([(PREORDER(v)−1) XOR (PREORDER(v)+SIZE(v)−1)])⌋.Então i é o índie (omeçando de zero e ontando da direita) do bit mais à esquerda (e portantode maior índie) que não oinide em PREORDER(v)− 1 e PREORDER(v)+ SIZE(v)− 1.Lema 3: Os l − i + 1 bits mais à esquerda de INLABEL(v) e de PREORDER(v) +

SIZE(v)− 1 são iguais.Lema 4: Os i bits mais à direita de INLABEL(v) são todos 0.Passo 2.2: Para obter INLABEL(v) a partir dos lemas aima, omputamos:
INLABEL(v) ← 2i⌊(PREORDER(v) + SIZE(v) − 1)/2i⌋O que equivale, em termos de operações om l + 1 bits e de modo mais direto, a:
INLABEL(v)← SHIFTLEFT (SHIFTRIGHT ((PREORDER(v)+SIZE(v)−1), i), i)ou mesmo, a:
INLABEL(v) ← (PREORDER(v) + SIZE(v) − 1) AND SHIFTLEFT (1, i)A.2.3 Passo 3:Relaionamos o INLABEL(v) om o INLABEL de seus asendentes, através de ASCENDANT (v).
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Lema 5: Seja i o bit 1 mais à direita em INLABEL(v). Então, para todo x, anestral de
v, os bits mais à esquerda do respetivo i em INLABEL(x) são todos iguais (lembrando que
v é onsiderado anestral de v).Então, desrevemos ASCENDANT (v) da seguinte forma:

ASCENDANT (v) = al(v)al−1(v) . . . a1(v)a0(v), tal que ai(v) = 1 aso i seja o índie, (dadireita para a esquerda) do bit 1 mais signi�ativo de INLABEL(x), para algum x ∈ V ,anestral de v.Obtendo ASCENDANT (v) : É feita uma busa em profundidade em T a partir de sua raíz,denotada por r. Da desrição aima, podemos onluir que ASCENDANT (r) = 2l. Então, seja
PAI(x) o vértie que é pai de x, para algum x ∈ V . Para os vérties internos de T, proedemosda seguinte forma:1. Seja x ∈ V , tal que ASCENDANT (PAI(x)) já foi omputado.2. Caso INLABEL(x) = INLABEL(PAI(x)), então ASCENDANT (x)← ASCENDANT (PAI(x)).3. Caso ontrário, ASCENDANT (x)← ASCENDANT (PAI(x)) + 2i, onde i é a posiçãodo 1 mais signi�tivo em INLABEL(x).Nota: i é exatamente igual a (INLABEL(x)− [INLABEL(x) AND (INLABEL(x)−

1)].A.2.4 Passo 4:Obtemos LEV EL(v), para todo v em V , que é a profundidade de v em T, ou seja, é o númerode nós no aminho da raíz até v. Isto pode ser feito om uma simples busa em profundidade.A.2.5 Passo 5:
HEAD(k) é o vértie mais próximo à raiz de T que está na mesma lasse de equivalênia k.A obtenção da tabela que ontém HEAD(x), ∀x ∈ V , é feita através de uma busa em T, em quepara ada vértie v, se INLABEL(v) 6= INLABEL(PAI(v)), HEAD(INLABEL(v))← v.A.3 Obtendo o MACPara obter MAC(x, y), dividimos em dois asos:Caso 1. INLABEL(x) = INLABEL(y). Então x e y estão no aminho que ontém os elementosda lasse de equivalênia de INLABEL(x). Logo MAC(x, y) = x se LEV EL(x) ≤

LEV EL(y), e y aso ontrário.Caso 2. INLABEL(x) 6= INLABEL(y). Seja z = MAC(x, y). Obtemos z nos seguintes passos:28



Passo I. seja b o MAC(INLABEL(x), INLABEL(y)). Seja i a posição do bit 1 maissigni�ativo em INLABEL(x) XOR INLABEL(y). Então b é o número inteiro talque seus l − i bits mais signi�ativos são os mesmos que os de INLABEL(x) (quesão os mesmos de INLABEL(y)), seguido de um 1, seus i bits menos signi�ativossão todos 0. Todas essas operações podem ser feitas através de manipulações de bits,e portanto levam tempo onstante.Passo II. Desobrindo o INLABEL(z): Pelo lema 2, INLABEL(z) é anestral omum de
INLABEL(x) e de INLABEL(y). Além disto, sabemos que a profundidade de b émaior o igual à de INLABEL(z).Lema 6: INLABEL(z) é o menor anestral de b em B que que é INLABEL dealgum anestral omum de x e y em T.Seja j o índie do bit 1 menos signi�ativo em INLABEL(z). Então INLABEL(z) éa onatenação de:i. pre�xo de omprimento l − j de INLABEL(x)ii. letra 1.iii. palavra 0j .Justi�ativa: Como z é anestral omum de x e y, aj(x) = aj(y) = 1, da de�niçãode ASCENDANT . Como z é o menor anestral omum de x e y, j é o índiedo 1 menos signi�ativo em ASCENDANT (x) e ASCENDANT (y). Então, pelolema 5, os l − j bits mais signi�ativos de INLABEL(x), de INLABEL(y) sãoiguais e de INLABEL(z) são iguais. Pela de�nição de j, os j bits menos signi�a-tivos de INLABEL(z) são todos 0. Portanto obtemos INLABEL(z) a partir de
INLABEL(x) e INLABEL(y).Passo III. De�nimos x̂ da seguinte forma: x̂ = x, se INLABEL(x) = INLABEL(z). Casoontrário, seja w o �lho de x̂, e seja k o índie do bit 1 menos signi�ativo de
INLABEL(w). Por argumento semelhante ao anteriormente realizado, k é o índiedo bit 1 menos signi�ativo de ASCENDANT (x), e INLABEL(w) é a onate-nação de:i. pre�xo de omprimento l − k de INLABEL(x)ii. letra 1.iii. palavra 0k.

w é HEAD(INLABEL(w)), pois INLABEL(w) 6= INLABEL(x̂), e x̂ que é paide w. Portanto temos INLABEL(w), e x̂, pois x̂ = PAI(HEAD(INLABEL(w))).29



Assim temos que x̂ é o anestral de x, na mesma lasse de equivalênia de z, quepossui maior profundidade em T .Analogamente de�nimos ŷ, que é o anestral de y, na mesma lasse de equivalêniade z, que possui maior profundidade em T .Passo IV. Então MAC(x, y) =

{

x̂ se LEV EL(x̂) ≤ LEV EL(ŷ)

ŷ aso ontrárioA.4 Consumo de EspaçoUma vez feito o pré-proessamento, o algoritmo de obtenção do MAC preisa armazenarapenas as seguintes funções: PAI,LEV EL, INLABEL,ASCENDANT,HEAD. Todas elaspossuem valores que podem ser desritos om lg(n) bits. Portanto o onsumo de espaço totaldo algoritmo por vértie de T é 5 lg(n)).Uma implementação real que trate de valores de n < 232, e que trate om unidades de 8 bits,preisa de 4 bytes para armazenar valores até n, (que é o aso de todas as funções desritas) eportanto tem um onsumo de espaço total por vértie de T de (5 × 4) = 20 bytes, quando n éaproximadamente 232.
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