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Resumo. O problema da fatoração de inteiros em primos é um dos mais famosos em
computação, tanto do ponto de vista teórico quanto prático. A suposta dificuldade
em se resolver eficientemente esse problema é a base para o rsa, o famoso sistema
de criptografia de chave pública. Apresentamos o modelo quântico de computação,
introduzido nos anos 80, e o algoritmo de Shor, que fatora inteiros em primos
eficientemente nesse modelo. O presente texto é a monografia final da disciplina
MAC499, que consistiu de uma iniciação cient́ıfica sobre Computação Quântica. O
algoritmo apresentado é um dos mais importantes resultados da área. Segue uma
breve análise sobre a experiência pessoal adquirida com meu envolvimento neste
projeto e ao longo do bcc.

1. Introdução

Em 1900, em uma palestra marcante no Congresso Internacional de Matemáti-
cos realizado em Paris, Hilbert postulou 23 problemas matemáticos, que tratam de
temas diversos em matemática e áreas afins. O décimo problema na lista de Hilbert
(determination of the solvability of a diophantine equation) pergunta se é posśıvel
determinar se uma equação diofantina arbitrária tem ou não solução por meio de um
“processo finito”:

Given a diophantine equation with any number of unknown quantities
and with rational numerical coefficients: to devise a process according
to which it can be determined by a finite number of operations whether
the equation is solvable in rational integers.

Esse problema pode ser postulado em uma linguagem mais atual como o seguinte:
existe um algoritmo que, dada uma equação diofantina, determina se esta tem ou não
solução?

Note que a questão postulada por Hilbert precede de décadas a invenção de com-
putadores. Foi apenas nos anos 30 que tais questões foram formuladas e tratadas
dentro do que ficou depois conhecido como teoria da computabilidade. Esta é a parte
da teoria da computação especializada em lidar com esse tipo de questão.

Foi nos anos 30, após um trabalho de Gödel em lógica, que a idéia de algoritmo
começou a ser formalizada. Gödel [Göd31] introduziu o conceito de função primitiva
recursiva como uma formalização dessa idéia. Church [Chu33, Chu36] introduziu o
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λ-cálculo e Kleene [Kle36] definiu o conceito de funções recursivas parciais e mostrou
a equivalência entre esse e o λ-cálculo. Turing [Tur36, Tur37] por sua vez propôs a
sua formalização da idéia de algoritmo: as chamadas máquinas de Turing. Nesses
trabalhos, Turing mostrou também a equivalência do conceito de máquinas de Turing
e de funções recursivas parciais. Vale mencionar que o conceito de máquinas de Turing
foi independentemente proposto por Post [Pos36], um professor de colegial de Nova
Iorque. Cada uma dessas propostas diferentes do conceito de algoritmo é chamada
de modelo de computação.

Foi Kleene [Kle52] quem chamou de tese de Church a afirmação de que todo mo-
delo de computação razoável é equivalente ao da máquina de Turing. A afirmação é
propositalmente vaga, pois visa capturar mesmo modelos que ainda venham a ser pro-
postos, e cuja natureza não podemos prever. Por razoável entende-se um modelo que
seja realista, no sentido de poder (mesmo que de maneira aproximada) ser constrúıdo
na prática.

A teoria da computabilidade no fundo diferencia os problemas decid́ıveis (para os
quais existe um algoritmo) dos indecid́ıveis (para os quais não existe um algoritmo).
O surgimento dos computadores nas décadas de 30 e 40 aos poucos evidenciou uma
diferença entre os problemas decid́ıveis: muitos parecem ser bem mais dif́ıceis que
outros, no sentido de que se conhece apenas algoritmos extremamente lentos para
eles. Com isso, surgiu a necessidade de refinar a teoria de computabilidade para
tentar explicar essas diferenças. Foi apenas nos anos 60 que a teoria de complexidade,
que trata de tais questões, tomou corpo, com a formalização da idéia de “algoritmo
eficiente”, independentemente introduzida por Cobham [Cob65] e Edmonds [Edm65],
e a proposta de reduções eficientes entre problemas [Kar72].

Foi nessa época que surgiram as definições das classes de complexidade P e NP
e do conceito de NP-completude, que captura de certa maneira a dificuldade de se
conseguir algoritmos eficientes para certos problemas. Grosseiramente, um problema
em NP é dito NP-completo se qualquer outro problema da classe NP pode ser
reduzido eficientemente a ele. A mais famosa questão na área de teoria da computação
é se P é ou não igual a NP. Se for mostrado que algum problema NP-completo está
em P, então tal questão é resolvida e fica provado que P = NP.

Um marco na teoria de complexidade é o teorema de Cook [Coo71, Lev73], que
prova a existência de problemas NP-completos. Cook mostrou que o problema co-
nhecido como sat, de decidir se uma fórmula booleana em forma normal conjuntiva
é ou não satisfat́ıvel, é NP-completo. Após o teorema de Cook e o trabalho de
Karp [Kar72], que mostrou que vários outros problemas conhecidos de otimização
combinatória eram NP-completos, essa teoria se desenvolveu amplamente, tendo es-
tabelecido a dificuldade computacional de problemas das mais diversas áreas [GJ79].

Um problema muito famoso cuja complexidade continua em aberto, mesmo após
várias décadas de esforço da comunidade no sentido de resolvê-lo, é o problema da fa-
toração de inteiros: dado um inteiro, determinar a sua fatoração em números primos.
Recentemente, o seu parente próximo, o problema de decidir se um número inteiro
é primo ou não, chamado de problema da primalidade, teve sua complexidade total-
mente definida, com o algoritmo aks, de Agrawal, Kayal e Saxena [AKS02a, AKS02b].
Esse algoritmo mostra que o problema da primalidade está na classe P, resolvendo
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com isso uma questão em aberto há anos. Não se sabe até hoje, no entanto, se há
um algoritmo eficiente para resolver o problema da fatoração de inteiros!

Na verdade, a dificuldade computacional do problema da fatoração de inteiros
tem sido usada de maneira crucial em alguns sistemas criptográficos bem-conhecidos.
Se for descoberto um algoritmo eficiente para resolver o problema da fatoração, vários
sistemas criptográficos importantes seriam quebrados, incluindo o famoso sistema rsa
de chave pública criado por Rivest, Shamir e Adleman [RSA78].

O assunto de nossa iniciação cient́ıfica — Computação Quântica — trata de um
novo modelo de computação, o modelo quântico, que vem levantando questões intri-
gantes dentro da teoria de complexidade, e pode ter impactos práticos dramáticos
no mı́nimo na área de criptologia. O modelo quântico de computação não infringe a
validade da tese de Church, porém questiona a validade de uma versão mais moderna
dessa, a chamada tese de Church estendida, que diz que todo modelo de computação
razoável pode ser simulado eficientemente por uma máquina de Turing.

Pode-se dizer que a teoria de computação quântica iniciou-se nos anos 80, quando
Feynman [Fey82] observou que um sistema quântico de part́ıculas, ao contrário de
um sistema clássico, parece não poder ser simulado eficientemente em um compu-
tador clássico e sugeriu um computador que explorasse efeitos da f́ısica quântica
para contornar o problema. Desde então, até 1994, a teoria de computação quântica
desenvolveu-se discretamente, com várias contribuições de Deutsch [Deu85, Deu89],
Bernstein e Vazirani [BV97], entre outros, que colaboraram fundamentalmente para
a formalização de um modelo computacional quântico.

Foi apenas em 1994 que a teoria recebeu um forte impulso e uma enorme divul-
gação. Isso deveu-se ao algoritmo de Shor [Sho94, Sho97], um algoritmo quântico
eficiente para o problema da fatoração de inteiros, considerado o primeiro algoritmo
quântico combinando relevância prática e eficiência. O algoritmo de Shor é uma
evidência de que o modelo computacional quântico proposto pode superar de fato o
modelo clássico, derivado das máquinas de Turing. O resultado de Shor impulsionou
tanto a pesquisa prática, objetivando a construção de um computador segundo o mo-
delo quântico, quanto a busca por algoritmos criptográficos alternativos e algoritmos
quânticos eficientes para outros problemas dif́ıceis. Essas e várias outras questões, re-
lacionadas tanto com a viabilidade do modelo quântico quanto com as suas limitações,
têm sido objeto de intensa pesquisa cient́ıfica.

Do ponto de vista prático, busca-se descobrir se é ou não viável construir um
computador segundo o modelo quântico que seja capaz de manipular números sufi-
cientemente grandes. Tal viabilidade esbarra em uma série de questões técnicas e
barreiras f́ısicas e tecnológicas. Já se tem not́ıcia de computadores constrúıdos se-
gundo o modelo quântico, mas todos ainda de pequeno porte. Em 2001, por exemplo,
foi constrúıdo um computador quântico com 7 qubits (o correspondente aos bits dos
computadores tradicionais). Nesse computador, foi implementado o algoritmo de Shor
que, nele, fatorou o número 15. Uma parte dos cientistas da computação acredita
que a construção de computadores quânticos de maior porte será posśıvel, enquanto
outra parte não acredita nisso.

Do ponto de vista de teoria de complexidade, busca-se estabelecer a relação entre
as classes de complexidade derivadas do modelo quântico e as classes de complexidade
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tradicionais. Também busca-se, claro, estabelecer a complexidade no modelo quântico
de problemas bem-conhecidos, ou seja, busca-se por algoritmos quânticos eficientes
para outros problemas relevantes.

Apresentamos o modelo quântico, um exemplo de algoritmo quântico simples
e o algoritmo de Shor para fatoração. O objetivo desta iniciação cient́ıfica foi o
estudo dos principais resultados algoŕıtmicos da computação quântica. Este projeto
foi desenvolvido em colaboração com o colega Carlos H. Cardonha, cujo enfoque foi
mais voltado para os resultados de complexidade computacional no modelo quântico.

Esperamos que estes trabalhos dêem uma visão do que é esta área nova e intri-
gante, e das suas potencialidades e dificuldades. O tema é multidisciplinar, no sentido
de que depende de uma série de conceitos da mecânica quântica, e empresta a no-
tação usada nessa área, o que dificulta um pouco a apresentação dos conceitos para
pessoas de outras áreas, como computação e matemática. Um texto mais completo
que preparamos dentro dessa iniciação cient́ıfica, com esses resultados e outros, pode
ser encontrado no endereço http://www.ime.usp.br/~magal/quantum/.



COMPUTAÇÃO QUÂNTICA: O ALGORITMO DE FATORAÇÃO DE SHOR 5

2. O modelo quântico de computação

2.1. Bits quânticos. Seja H2 um espaço de Hilbert de dimensão 2. Fixe uma base
ortonormal B2 :=

{
|0〉, |1〉

}
de H2. Um qubit ou bit quântico é um vetor unitário

em H2, isto é, um vetor |φ〉 ∈ H2 é um qubit se

(1) |φ〉 = α0|0〉+ α1|1〉,
com α0, α1 ∈ C e |α0|2 + |α1|2 = 1. Dizemos que os vetores |0〉 e |1〉 são os estados
básicos e que o qubit |φ〉 está numa superposição de estados básicos (contraste isto
com o modelo clássico, onde um bit assume apenas um dos valores 0 ou 1). Chamamos
ao coeficiente complexo αj de amplitude do estado básico |j〉, para j = 0, 1.

No modelo clássico, se tivermos em mãos um bit b, podemos descobrir sem pro-
blemas se b vale 0 ou 1 e isso em nada afeta o valor de b. Já no modelo quântico,
não é posśıvel determinar o valor de um qubit |φ〉. Se tentarmos, o que observamos
é o resultado de um evento probabiĺıstico que tem como efeito colateral a alteração
irreverśıvel do valor |φ〉. Mais precisamente, ao medirmos o estado de um qubit |φ〉
dado pela equação (1), enxergaremos o “valor” |0〉 com probabilidade |α0|2 e o “va-
lor” |1〉 com probabilidade |α1|2. Se o “valor” observado for |0〉, o estado do qubit |φ〉,
imediatamente após a medição, será |0〉, e analogamente se o estado observado for |1〉.
Note então que, apesar de um qubit armazenar uma superposição de estados, usando
medições, só conseguimos obter dele um dos estados da superposição.

Existem apenas duas portas lógicas operando sobre um bit clássico: a porta
identidade e a negação. No modelo quântico de computação, qualquer transformação
unitária emH2 é uma porta quântica. Uma matriz U ∈ C 2×2 é dita unitária se U∗U =
UU∗ = I, onde I é a matriz identidade e U∗ é a transposta conjugada de U . Para
trabalharmos com tais transformações, convencionamos que um qubit |φ〉 dado pela
equação (1), tem a seguinte representação na base B2:

(2)
(
α0

α1

)
= |φ〉 = α0|0〉+ α1|1〉.

Assim, a matriz de Hadamard

(3) H :=
1√
2

(
1 1
1 −1

)
transforma o qubit |0〉 no qubit

(4) H|0〉 =
(

1 1
1 −1

) (
1
0

)
=

1√
2

(
1
1

)
=

1√
2

(
|0〉+ |1〉

)
.

Será útil convencionarmos uma representação gráfica para circuitos quânticos, in-
dicando a ordem de aplicação de portas e medições. Por exemplo, o circuito ilustrado
na figura 1 indica que a matriz de Hadamard H deve ser aplicada ao qubit |φ〉 e depois
o qubit resultante deve ser medido para obtermos o qubit |φ′〉. Se |φ〉 for inicializado
com |0〉, então |φ′〉 será |0〉 ou |1〉 equiprovavelmente, de acordo com a equação (4).

É interessante observar como as medições afetam o comportamento do circuito.
Por exemplo, se inicializarmos |φ〉 com |0〉, então |φ′〉 no circuito quântico da figura 2
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|φ〉 H /. -,() *+M |φ′〉

Figura 1. Um circuito quântico.

sempre será |0〉. Já no circuito da figura 3, o estado |φ′〉 será |0〉 ou |1〉 equiprovavel-
mente.

|φ〉 H H /. -,() *+M |φ′〉

Figura 2. Mais um circuito.

|φ〉 H /. -,() *+M H /. -,() *+M |φ′〉

Figura 3. Circuito com medição intercalada.

2.2. Registradores quânticos. Seja H2n um espaço de Hilbert de dimensão 2n.
Denote por {0, 1}n o conjunto das cadeias de caracteres de comprimento n sobre o
alfabeto {0, 1} e fixe B2n :=

{
|x〉 : x ∈ {0, 1}n

}
uma base ortonormal de H2n . Por

exemplo, para n = 2 temos B4 =
{
|00〉, |01〉, |10〉, |11〉

}
. Um registrador quântico

de n qubits é um vetor unitário em H2n , isto é, um vetor |φ〉 ∈ H2n é um registrador
quântico de n qubits se

(5) |φ〉 =
∑

x∈{0,1}n

αx|x〉,

com αx ∈ C para todo x ∈ {0, 1}n e

(6)
∑

x∈{0,1}n

|αx|2 = 1.

A nomenclatura para qubits se estende para os registradores: os estados |x〉 com
x ∈ {0, 1}n são os estados básicos, o qubit |φ〉 é dito uma superposição de estados
básicos e o coeficiente complexo αx é chamado de amplitude do estado básico |x〉 para
todo x ∈ {0, 1}n.

Será conveniente expressarmos o estado (5) como

(7) |φ〉 =
2n−1∑
x=0

αx|x〉,

onde estamos substituindo as cadeias de caracteres de {0, 1}n pelos valores numéri-
cos que essas cadeias representam, se interpretadas como representação binária de
números. Por exemplo, para n = 2, temos

|φ〉 = α|00〉+ β|01〉+ γ|10〉+ δ|11〉
= α|0〉+ β|1〉+ γ|2〉+ δ|3〉.
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Continuando a estender a notação de qubits para registradores, a representação
na base B2n do registrador quântico dado por (7) é

α0

α1
...

α2n−1

 = |φ〉 =
2n−1∑
x=0

αx|x〉.

A seguinte questão surge naturalmente: dado um registrador |φ〉 com n qubits
cujos qubits, de menos para mais significativos, são |φ0〉, |φ1〉, . . . , |φn−1〉, qual é o
estado quântico do registrador |φ〉? A resposta é: |φ〉 = |φn−1〉 ⊗ |φn−2〉 ⊗ · · · ⊗ |φ0〉,
onde ⊗ denota o produto tensorial, que definimos a seguir.

Sejam

A =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn

 e B =

 b11 · · · b1q
...

. . .
...

bp1 · · · bpq


matrizes. O produto tensorial de A e B, denotado por A⊗B, é definido como

(8) A⊗B :=

 a11B · · · a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB

 .

Assim, um registrador |φ〉 cujos qubits são |φ1〉 e |φ0〉, com |φ1〉 := α0|0〉 + α1|1〉 e
|φ0〉 := β0|0〉+ β1|1〉, está no estado

|φ〉 = |φ1〉 ⊗ |φ0〉 =
(
α0

α1

)
⊗

(
β0

β1

)
=


α0β0

α0β1

α1β0

α1β1


e, portanto,

|φ〉 = α0β0|00〉+ α0β1|01〉+ α1β0|10〉+ α1β1|11〉(9)
= α0β0|0〉+ α0β1|1〉+ α1β0|2〉+ α1β1|3〉.

A medição de um registrador quântico funciona de modo semelhante à medição
de qubits: se medirmos um registrador quântico |φ〉 dado por (7), obtemos o estado
básico |x〉 com probabilidade |αx|2 e, imediatamente após a medição, o estado do
registrador será |x〉. Ou seja, a superposição que existia anteriormente foi irreversi-
velmente perdida.

Não é necessário, porém, medirmos todos os qubits do registrador: pode-se medir
qubits individuais ou grupos de qubits. Por exemplo, se medirmos apenas o qubit |φ1〉
do registrador |φ〉 descrito acima na equação (9), existem duas possibilidades de
resposta:

• O valor observado é |0〉. Esse evento ocorre com probabilidade |α0β0|2 +
|α0β1|2 = |α0|2. Neste caso, o estado do registrador |φ〉, imediatamente após
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a medição, será

|φ′〉 =
α0β0|00〉+ α0β1|01〉

|α0|2
,

ou seja, projetou-se o estado |φ〉 no subespaço gerado por |00〉 e |01〉,
normalizando-se o resultado para obtermos um vetor unitário.

• O valor observado é |1〉. Esse evento ocorre com probabilidade |α1β0|2 +
|α1β1|2 = |α1|2. Neste caso, o estado do registrador |φ〉, imediatamente após
a medição, será

|φ′〉 =
α1β0|10〉+ α1β1|01〉

|α1|2
,

ou seja, projetou-se o estado |φ〉 no subespaço gerado por |10〉 e |11〉,
normalizando-se o resultado para obtermos um vetor unitário.

Para o caso geral, suponha que seu registrador quântico com n qubits está no
estado dado pela equação (5) e que você está medindo o qubit |φj〉, onde o qubit menos
significativo é |φ0〉 e o mais significativo é |φn−1〉. Para cada cadeia de caracteres
x ∈ {0, 1}n, escreva x = xn−1 · · ·x0, com xk ∈ {0, 1} para todo k. Existem duas
possibilidades para o resultado da medição de |φj〉:

• O valor observado é |0〉. A probabilidade de ocorrência desse evento é

p0 :=
∑ {

|αx|2 : x ∈ {0, 1}n e xj = 0
}
.

Neste caso, o estado do registrador, imediatamente após a medição, será

|φ′〉 =
∑{

αx|x〉 : x ∈ {0, 1}n e xj = 0
}

p0
,

onde p0 é simplesmente um fator de normalização.

• O valor observado é |1〉. A probabilidade de ocorrência desse evento é

p1 :=
∑ {

|αx|2 : x ∈ {0, 1}n e xj = 1
}
.

Neste caso, o estado do registrador, imediatamente após a medição, será

|φ′〉 =
∑{

αx|x〉 : x ∈ {0, 1}n e xj = 1
}

p1
,

onde p1 é simplesmente um fator de normalização.

O mecanismo de medição de um número arbitrário de qubits de um registrador é
análogo.

2.3. Reversibilidade. Falemos agora de portas quânticas operando sobre mais de
um qubit. Uma porta quântica sobre n qubits é uma função bijetora de V2n para V2n ,
onde V2n é o conjunto de vetores unitários de H2n . Em outras palavras, uma porta
quântica é uma matriz unitária em H2n .

Uma conseqüência disso é que toda porta quântica é reverśıvel, isto é, existe uma
bijeção entre o domı́nio e a imagem da função correspondente. Por exemplo, suponha
que temos uma porta quântica U e um registrador |φ〉 com dimensões compat́ıveis.
Se aplicarmos U a |φ〉 para obtermos |φ′〉 := U |φ〉, então podemos obter o estado
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original |φ〉 a partir de |φ′〉 através da aplicação da porta quântica U∗ (claramente U∗

é unitária), pois U∗|φ′〉 = U∗U |φ〉 = I|φ〉 = |φ〉. Em outras palavras, a aplicação
de U não causa “perda de informação”.

Esse não é o caso, por exemplo, da porta lógica ∨, o“ou” lógico do modelo clássico:
suponha que temos dois bits clássicos a e b e que aplicamos a porta ∨ nesses bits,
obtendo c := a∨ b. Se tivermos c = 1, não temos como obter os valores de a e b, pois
podia valer que a = 1 e b = 0, ou que a = 0 e b = 1, ou ainda, que a = 1 e b = 1.
Dizemos, por esse motivo, que a porta ∨ não é reverśıvel.

Não é dif́ıcil, porém, construirmos uma “versão” da porta “ou” que seja reverśıvel.
Considere a função f : {0, 1}3 −→ {0, 1}3 dada por f(x, y, z) :=

(
x, y, z ⊕ (x ∨ y)

)
,

onde ⊕ denota a operação lógica “ou exclusivo”. Em outras palavras, a aplicação da
função f muda o valor do bit z se, e somente se, x∨ y = 1. Da imagem da f , é trivial
obtermos os valores originais de x, y e z, pois x e y fazem parte dos valores que saem
da porta e, com eles e o terceiro valor de sáıda, podemos recuperar z. É evidente
que f é uma bijeção, de modo que f é reverśıvel. A única diferença é que estamos
armazenando informações a mais, o suficiente para sermos capazes de obter x e y
(e z) a partir de f(x, y, z).

Assim sendo, existe uma matriz unitária Uf que “implementa” a função f . Dado
um registrador |φ〉 := |x〉⊗ |y〉⊗ |z〉, onde |x〉, |y〉 e |z〉 são qubits, a porta Uf leva |φ〉
ao estado |φ′〉 = |x〉 ⊗ |y〉 ⊗

∣∣z ⊕ (x ∨ y)
〉
. Será mais conveniente usarmos a seguinte

notação: dado um registrador |φ〉 := |x, y, z〉, a aplicação de Uf a |φ〉 leva o estado
deste registrador a |φ′〉 =

∣∣x, y, z⊕(x∨y)
〉
. Veja que estamos simplesmente separando

os qubits individuais por v́ırgulas. Na verdade, podemos utilizar essa notação para
separar grupos arbitrários de qubits num registrador, quando isso for conveniente.

O “truque” de carregar informações a mais nas aplicações de portas lógicas pode
ser utilizado para transformar qualquer porta lógica do modelo clássico numa porta
reverśıvel e que, portanto, pode ser implementada por uma matriz unitária no modelo
quântico.

Na verdade, Bennett [Ben73] mostrou que qualquer circuito (no modelo clássico)
pode ser convertido em reverśıvel, ou seja, num circuito cujas portas são todas re-
verśıveis, e mostrou que isso pode ser feito com um aumento no máximo polinomial
no tamanho do circuito, isto é, no número de portas utilizadas. Isso implica, como
veremos na seção seguinte, que todo algoritmo polinomial no modelo clássico pode
ser implementado por um algoritmo polinomial no modelo quântico.

2.4. Circuitos e algoritmos quânticos. A notação para circuitos apresentada na
seção sobre qubits se estende facilmente para circuitos operando sobre múltiplos qu-
bits. Por exemplo, a figura 4 mostra um circuito operando sobre 3 qubits e com uma
única porta, dada pela matriz Uf implementando a versão reverśıvel da operação ló-
gica “ou”. De acordo com nossa especificação de Uf , temos |x′〉 = |x〉, |y′〉 = |y〉 e
|z′〉 =

∣∣z ⊕ (x ∨ y)
〉
.

Seja Vf ∈ C2×2 uma matriz unitária. Então a notação utilizada no circuito da
figura 5 indica que o operador Vf deve ser aplicado ao qubit |y〉 se, e somente se,
|x〉 = |1〉. Em outras palavras, o circuito da figura 5 é equivalente ao circuito da
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|x〉

Uf

|x′〉

|y〉 |y′〉

|z〉 |z′〉

Figura 4. Circuito com porta “ou” reverśıvel.

figura 6, onde

V ′
f :=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 v11 v12

0 0 v21 v22

 e Vf :=
(
v11 v12
v21 v22

)
.

A porta indicada no circuito da figura 5 é chamada porta Vf controlada por |x〉.

|x〉 • |x′〉

|y〉 Vf |y′〉

Figura 5. Circuito com porta Vf controlada por |x〉.

|x〉
V ′

f

|x′〉

|y〉 |y′〉

Figura 6. Circuito equivalente ao da figura 5.

Para fazermos a análise do consumo de tempo de um algoritmo quântico, va-
mos nos basear em circuitos quânticos. Algoritmos quânticos devem ser expressos
utilizando-se circuitos aćıclicos. Estamos interessados em circuitos de tamanho poli-
nomial no tamanho da entrada, onde o tamanho do circuito é simplesmente o número
de portas quânticas utilizadas.

Ademais, cada uma das portas do circuito constrúıdo deve operar sobre, no má-
ximo, um número previamente fixo de qubits. Esclarecendo melhor, fixe um inteiro k.
Para todo n, o circuito constrúıdo para resolver uma instância de tamanho n deve
utilizar portas quânticas que operam, no máximo, sobre k qubits. Essa exigência
é razoável, já que computações geralmente são realizadas localmente, isto é, a cada
passo uma quantidade limitada de informações é processada.

Além disso, o circuito deve poder ser constrúıdo por um algoritmo polinomial.
Em outras palavras, deve existir um algoritmo polinomial que, ao receber qualquer
instância I de um dado problema, constrói o circuito que resolve o problema para a
instância I. Essa exigência impede que o circuito constrúıdo contenha informações
“dif́ıceis de calcular” codificadas em sua estrutura: se o algoritmo de construção do
circuito não precisasse ser limitado polinomialmente, então tal algoritmo poderia
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calcular, digamos em tempo exponencial, a solução da instância em questão e codificar
isso no circuito, que poderia ter até tamanho constante.

Nesse contexto, um algoritmo quântico é dito polinomial se, para toda instância do
problema, existe um circuito quântico construt́ıvel em tempo polinomial e utilizando
portas operando sobre, no máximo, um número fixo de qubits, que resolve a instância
do problema.

2.5. O problema de Deutsch. Vamos apresentar um algoritmo quântico para ver
os conceitos apresentados em funcionamento.

Dizemos que uma função f é dada como uma caixa preta se só podemos obter
informações acerca de f através de sua aplicação a elementos de seu domı́nio. O
problema de Deutsch [Deu85] consiste no seguinte. Seja f : {0, 1} −→ {0, 1} uma
função dada como uma caixa preta. Determine se f(0) = f(1) ou se f(0) 6= f(1). Em
outras palavras, determine se f é constante ou balanceada.

Para se resolver o problema com certeza no modelo clássico, são necessárias duas
aplicações de f : é preciso usar a caixa preta de f duas vezes, para as entradas 0
e 1. Já no modelo quântico, este problema pode ser resolvido utilizando-se apenas
uma chamada à caixa preta. Vamos mostrar um algoritmo quântico, devido a Cleve,
Ekert, Macchiavello e Mosca [CEMM98], que resolve o problema no modelo quântico
com uma única chamada à caixa preta.

Seja Uf a transformação unitária de dimensão 4 que leva |x, y〉 a
∣∣x, y ⊕ f(x)

〉
.

No modelo quântico, Uf é a nossa caixa preta.
O circuito que resolve o problema está descrito na figura 7. Vamos detalhar

melhor o funcionamento do algoritmo.

|0〉 H
Uf

H
∣∣f(0)⊕ f(1)

〉
|1〉 H |x′〉

Figura 7. Circuito para o problema de Deutsch.

Começamos com um registrador |φ0〉 de 2 qubits inicializado com |0, 1〉.
Primeiro aplicamos a transformação de Hadamard aos 2 qubits do registrador,

obtendo

|φ1〉 :=
(
H|0〉

)
⊗

(
H|1〉

)
=

1
2

[(
|0〉+ |1〉

)
⊗

(
|0〉 − |1〉

)]
=

1
2

[
|0〉 ⊗

(
|0〉 − |1〉

)]
+

1
2

[
|1〉 ⊗

(
|0〉 − |1〉

)]
.

Neste ponto a caixa preta Uf é aplicada a |φ1〉 para obtermos |φ2〉:
|φ2〉 := Uf |φ1〉

=
1
2

{
Uf

[
|0〉 ⊗

(
|0〉 − |1〉

)]}
+

1
2

{
Uf

[
|1〉 ⊗

(
|0〉 − |1〉

)]}
.(10)



12 MARCEL K. DE CARLI SILVA

Vamos escrever |φ2〉 de outra maneira. Queremos mostrar que

(11) Uf

[
|x〉 ⊗

(
|0〉 − |1〉

)]
= (−1)f(x)

[
|x〉 ⊗

(
|0〉 − |1〉

)]
para x ∈ {0, 1}. Temos

|ψ〉 := Uf

[
|x〉 ⊗

(
|0〉 − |1〉

)]
= Uf

[
|x, 0〉 − |x, 1〉

]
=

∣∣x, f(x)
〉
−

∣∣x, 1⊕ f(x)
〉

• Se f(x) = 0, então

|ψ〉 = |x, 0〉 − |x, 1〉 = |x〉 ⊗
(
|0〉 − |1〉

)
= (−1)f(x)

[
|x〉 ⊗

(
|0〉 − |1〉

)]
.

• Se f(x) = 1, então

|ψ〉 = |x, 1〉 − |x, 0〉 = |x〉 ⊗
(
|1〉 − |0〉

)
= (−1)f(x)

[
|x〉 ⊗

(
|0〉 − |1〉

)]
.

Provamos então a equação (11), de modo que,

|φ2〉 =
1
2

{
(−1)f(0)

[
|0〉 ⊗

(
|0〉 − |1〉

)]}
+

1
2

{
(−1)f(1)

[
|1〉 ⊗

(
|0〉 − |1〉

)]}

=
1
2

[(
(−1)f(0)|0〉+ (−1)f(1)|1〉

)
⊗

(
|0〉 − |1〉

)]
=

1
2

[(
(−1)f(0)|0〉+ (−1)f(1)(−1)f(0)(−1)f(0)|1〉

)
⊗

(
|0〉 − |1〉

)]
=

(−1)f(0)

2

[(
|0〉+ (−1)f(0)⊕f(1)|1〉

)
⊗

(
|0〉 − |1〉

)]
= (−1)f(0)

{[
1√
2

(
|0〉+ (−1)f(0)⊕f(1)|1〉

)]
⊗

[
1√
2

(
|0〉 − |1〉

)]}
.

Agora podemos aplicar a transformação de Hadamard ao primeiro qubit de |φ2〉
para obter

|φ3〉 := (−1)f(0)

{[∣∣f(0)⊕ f(1)
〉]
⊗

[
1√
2

(
|0〉 − |1〉

)]}
.

Uma medição do primeiro qubit de |φ3〉 fornece agora o valor de f(0) ⊕ f(1) e
portanto o algoritmo descobre com certeza se f é constante ou balanceada através de
uma única aplicação da caixa preta.
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3. O algoritmo de fatoração de Shor

O algoritmo de Shor resolve o problema da fatoração de inteiros em primos e
consome tempo polinomial no tamanho da entrada. Apresentamos a seguir os detalhes
fundamentais do funcionamento deste algoritmo.

3.1. Visão geral do algoritmo. O algoritmo de Shor [Sho97] é um algoritmo quân-
tico que, dado um inteiro n composto ı́mpar que não é potência de primo, devolve
um fator (divisor não-trivial) de n com probabilidade limitada de erro.

As restrições para o valor de n não representam problema algum. De fato, é trivial
encontrar um fator de um número par. Além disso, não é dif́ıcil pensar num algoritmo
clássico eficiente que decide se n = ak, para inteiros a e k > 1, e que devolve a e k
neste caso. Veja o artigo de Bernstein [Ber98] para mais detalhes.

Ademais, podemos verificar em tempo polinomial se n é composto, utilizando
o algoritmo aks. Outra opção é executar testes probabiĺısticos de primalidade um
número suficiente de vezes. Na prática, isso é mais eficiente, pois os testes pro-
babiĺısticos são, em geral, mais simples e rápidos que o aks. O teste de Miller-
Rabin [Mil75, Mil76, Rab80, CLRS01] é uma ótima escolha para esta verificação, por
ser de fácil implementação e ter complexidade de tempo O

(
lg3 n

)
, com uma constante

pequena escondida pela notação assintótica.
Como n é produto de no máximo lg n inteiros, o algoritmo de Shor pode ser

utilizado para resolver o problema da fatoração em tempo polinomial no tamanho da
entrada.

O algoritmo de Shor baseia-se numa redução do problema da busca de um fator
de n ao problema da busca do peŕıodo de uma seqüência. Como a redução utiliza
aleatorização, é posśıvel que ela falhe, isto é, que nenhum fator de n seja encontrado.
Porém, a probabilidade de ocorrência deste evento é limitada.

Na seção 3.2 apresentamos essa redução e uma delimitação superior para a pro-
babilidade de falha. Na seção 3.3, mostramos um algoritmo quântico eficiente para a
busca do peŕıodo da seqüência gerada pela redução. Esse algoritmo utiliza a trans-
formada quântica de Fourier, que pode ser implementada eficientemente, como mos-
tramos na seção 3.4.

O algoritmo de busca de peŕıodo apresentado na seção 3.3 pode ser facilmente
generalizado para buscar eficientemente o peŕıodo de qualquer seqüência. Mais for-
malmente, dado um oráculo Uf que computa uma função f de {0, . . . , 2m − 1} em
{0, . . . , 2a − 1} com peŕıodo r, a generalização do algoritmo faz uma única chamada
a Uf e usa um circuito quântico de tamanho polinomial em m para descobrir r com
probabilidade limitada de erro.

3.2. Redução à busca do peŕıodo. Seja n um inteiro composto ı́mpar que não é
potência de primo. Vamos mostrar como reduzir o problema de encontrar um fator
de n ao problema de encontrar o peŕıodo de uma função. Essa redução utiliza aleato-
rização, de modo que precisaremos limitar a probabilidade de falha do procedimento.
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Algoritmo Shor (n)
1 escolha um inteiro 1 < x < n aleatoriamente
2 se mdc(x, n) > 1
3 então devolva mdc(x, n)
4 seja r o peŕıodo da função f(a) := xa mod n
5 se r for ı́mpar ou xr/2 ≡ −1 (mod n)
6 então o procedimento falhou
7 devolva mdc(xr/2 + 1, n)

Note que o algoritmo de Shor utiliza um único passo quântico: o cálculo do
peŕıodo da função na linha 4.

Agora vamos mostrar que, se a redução devolve uma resposta, ela está correta.
Depois vamos delimitar superiormente a probabilidade de falha deste procedimento,
isto é, a probabilidade de o algoritmo terminar na linha 6.

Começamos observando que, se o algoritmo executa a linha 3, então o valor de-
volvido de fato é um fator de n.

Já se mdc(x, n) = 1, então x está em Z∗
n, o grupo multiplicativo módulo n,

de modo que a função f(a) = xa mod n é periódica com peŕıodo dado pela ordem
de x, módulo n. Isto é, o peŕıodo r é o tamanho do subgrupo de Z∗

n gerado por x.
Equivalentemente, r é o menor inteiro positivo tal que xr ≡ 1 (mod n).

Suponha que r é par, de modo que (xr/2 + 1)(xr/2 − 1) ≡ 0 (mod n), ou seja,
n divide o produto (xr/2 + 1)(xr/2 − 1). Se tivermos xr/2 6≡ −1 (mod n), então n

não divide xr/2 + 1, o primeiro fator do produto. Como r é o menor inteiro positivo
tal que xr ≡ 1 (mod n), temos também que xr/2 6≡ 1 (mod n), de modo que n não
divide xr/2 − 1. Mas então os fatores de n devem estar separados entre xr/2 + 1 e
xr/2 − 1. Logo, mdc(xr/2 + 1, n) é um fator de n, como queremos.

Resta limitarmos a probabilidade de falha do procedimento, ou seja, dado um
inteiro 1 < x < n escolhido aleatoriamente com probabilidade uniforme, precisamos
limitar a probabilidade de que r, a ordem de x, módulo n, seja ı́mpar ou satis-
faça xr/2 ≡ −1 (mod n) se for par.

Suponha que a fatoração de n em primos é dada por n =
∏m

i=1 p
ki
i , onde pi é

primo para todo i e m > 1, já que n não é potência de primo. Para cada i, seja
ni := pi

ki , de modo que n = n1 · · ·nm. Sejam 1 < x < n um inteiro,

r a ordem de x, módulo n,

e
ri a ordem de x, módulo ni,

para i = 1, . . . ,m. Pelo teorema chinês do resto, a equação xr ≡ 1 (mod n) é equiva-
lente ao sistema

(12)

xr ≡ 1 (mod n1)
xr ≡ 1 (mod n2)

...
xr ≡ 1 (mod nm).
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Sabemos que ri é o menor inteiro positivo tal que xri ≡ 1 (mod ni). Ademais, temos
xr ≡ 1 (mod ni) se, e somente se, r é múltiplo de ri. Como r é o menor inteiro
positivo tal que xr ≡ 1 (mod n), segue que

(13) r = mmc(r1, . . . , rm).

Seja

(14) ri = 2ciqi, com qi ı́mpar,

para i = 1, . . . ,m. É fácil ver que r é ı́mpar se, e somente se, ri é ı́mpar para todo i,
isto é, se, e somente se, ci = 0 para todo i.

Suponha agora que ri é par para algum i. Então r é par. Vamos descobrir em
que condições temos xr/2 ≡ −1 (mod n). Novamente, pelo teorema chinês do resto,
a equação xr/2 ≡ −1 (mod n) é equivalente ao sistema

(15)

xr/2 ≡ −1 (mod n1)
xr/2 ≡ −1 (mod n2)

...
xr/2 ≡ −1 (mod nm).

Suponha que existam i, j ∈ {1, . . . ,m} tais que ci > cj . Então r = 2rju para algum
inteiro u, pela equação (13). Segue que xr/2 ≡ xrju (mod nj). Mas então temos
xr/2 ≡ 1 (mod nj), de modo que xr/2 6≡ −1 (mod n). Portanto, para que r seja par
e xr/2 ≡ −1 (mod n), é necessário que c1 = c2 = · · · = cm > 0.

Estabelecemos assim que, se o procedimento falha, então c1 = · · · = cm. Vamos
limitar a probabilidade de ocorrência desse evento, dada a escolha aleatória de x.

Pelo teorema chinês do resto, existe uma bijeção entre Zn e o produto cartesiano
Zn1 × · · · × Znm :

(16) Zn 3 x↔ (x1, . . . , xm) ∈ Zn1 × · · · × Znm .

Assim, escolher um inteiro 0 ≤ x < n aleatoriamente é equivalente a escolher, in-
dependentemente para cada 1 ≤ i ≤ m, um inteiro 0 ≤ xi < ni. Vamos supor que
mdc(x, n) = 1, já que a redução não se aplica se mdc(x, n) > 1. Então x ∈ Z∗

n. É fácil
ver que x ∈ Z∗

n se, e somente se, xi ∈ Z∗
ni

para todo i. Portanto estamos escolhendo
aleatoriamente um xi ∈ Z∗

ni
, independentemente, para cada i = 1, . . . ,m:

(17) Z∗
n 3 x↔ (x1, . . . , xm) ∈ Z∗

n1
× · · · × Z∗

nm
,

Para cada i = 1, . . . ,m, o grupo Z∗
ni

é ćıclico, pois ni = pi
ki com pi primo. Seja gi

um gerador de Z∗
ni

, para cada i. Seja

(18) xi = gli
i , com 0 ≤ li < φ(ni), para i = 1, . . . ,m,

onde φ(ni) :=
∣∣Z∗

ni

∣∣ é a função totiente de Euler. Estamos então escolhendo aleatori-
amente um 0 ≤ li < φ(ni) para cada i, independente e uniformemente:

(19) Z∗
n 3 x↔ (gl1

1 , . . . , g
lm
m ) ∈ Z∗

n1
× · · · × Z∗

nm
,

Para i = 1, . . . ,m, seja

φ(ni) = 2disi, com si ı́mpar,
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e lembre-se que

ri = 2ciqi é a ordem de xi, módulo ni, com qi ı́mpar.

Como φ(ni) = φ
(
pki

i

)
= pki−1

i (pi − 1) e pi é ı́mpar, então di > 0.
Pelo teorema de Lagrange, a ordem do subgrupo de Z∗

ni
gerado por x divide a

ordem do grupo Z∗
ni

. Em outras palavras, ri divide φ(ni), e portanto ci ≤ di. Sabemos
que ri é o menor inteiro positivo tal que gliri

i ≡ 1 (mod ni) e que liri = 2ciqili é
múltiplo de φ(ni) = 2disi. Se li é ı́mpar, então devemos ter ci = di, pois qili é ı́mpar.
Já se li é par, então necessariamente teremos ci < di: se ci = di, então ri/2 também é
inteiro e liri/2 também é múltiplo de φ(ni), um absurdo. Portanto, a probabilidade
de que ci = c, para qualquer c, é limitada por 1/2, já que 0 ≤ li < φ(ni) e φ(ni) é
par.

Conclúımos então que a probabilidade de falha dessa redução, ou, na verdade, a
probabilidade de que c1 = · · · = cm é, no máximo, 1− 1/2m−1 ≤ 1/2, pois m > 1 e a
escolha de cada ci é independente de todas as outras.

3.3. Busca do peŕıodo. Seja n um inteiro composto ı́mpar que não é potência de
primo e seja 1 < x < n um inteiro relativamente primo a n. Vamos apresentar um
algoritmo quântico que descobre, com probabilidade limitada de erro, a ordem de x,
módulo n, que é o peŕıodo da seqüência

(20) 〈x0 mod n, x1 mod n, x2 mod n, . . .〉.

Seja β := blg nc+1 o número de bits da representação binária de n e seja q := 2l a
única potência de 2 tal que n2 ≤ q < 2n2. Vamos precisar de um registrador |φ〉 com
l + β qubits. Os l primeiros qubits formam o primeiro sub-registrador. Os β qubits
restantes farão parte do segundo sub-registrador. Todos os qubits do registrador |φ〉
devem ser inicializados com |0〉.

Após a aplicação da transformação de Hadamard a cada um dos qubits do primeiro
sub-registrador, o estado do registrador |φ〉 será

(21)
1
√
q

q−1∑
a=0

|a, 0〉.

Seja Uf a transformação unitária que, para todo 0 ≤ a < q, leva um estado
básico |a, 0〉, ao estado |a, xa mod n〉. É fácil pensar num algoritmo clássico para a
exponenciação modular que consome O(β3) operações sobre bits. Então, para todo n,
existe um circuito comO(β3) portas, cada uma operando sobre no máximo um número
fixo de qubits, que efetua a transformação Uf . Em outras palavras, Uf pode ser
implementada eficientemente (veja o artigo de Shor [Sho97] para mais detalhes).

Aplicando a transformação Uf ao registrador |φ〉, obtemos o estado

(22)
1
√
q

q−1∑
a=0

|a, xa mod n〉.
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Medindo o estado do segundo sub-registrador de |φ〉, obtemos algum xb mod n, onde
0 ≤ b < q. Com isso, o estado do registrador |φ〉 colapsa para uma superposição dos
estados básicos de (22) cujos β qubits menos significativos representam xb mod n.

Seja r a ordem de x, módulo n. Então os valores de 0 ≤ a < q tais que xa ≡ xb

(mod n) são da forma a0+jr, com 0 ≤ a0 < r, já que a seqüência (20) é periódica com
peŕıodo r. A medição do segundo sub-registrador em (22) selecionará os seguintes
valores de a, no primeiro sub-registrador: a0, a0 + r, a0 + 2r, . . . , a0 + (A− 1)r, onde
A := dq/re. O estado do registrador |φ〉 será então

1√
A

A−1∑
j=0

|a0 + jr, xb mod n〉.

De agora em diante, vamos ignorar o segundo sub-registrador. Então o estado de |φ〉
será

(23)
1√
A

A−1∑
j=0

|a0 + jr〉.

Note que os estados básicos de |φ〉 que podem ser obtidos numa medição estão
uniformemente espaçados a partir de a0, com espaço r.

Seja Mq a transformação unitária dada por

(24) Mq : |x〉 −→ 1
√
q

q−1∑
y=0

exp(2πixy/q)|y〉.

Vamos mostrar, na seção 3.4, que esta transformação, conhecida como matriz de
Vandermonde, pode ser implementada eficientemente por um circuito quântico. A
aplicação de Mq ao registrador |φ〉, dado por (23), gera o estado

|φ〉 =
1√
A

A−1∑
j=0

 1
√
q

q−1∑
y=0

exp
{
2πi(a0 + jr)y/q

}
|y〉


=

1√
qA

q−1∑
y=0

exp{2πia0y/q}
A−1∑
j=0

exp{2πijry/q}|y〉

 .
Então a amplitude de um estado básico |y〉 é

(25)
1√
qA

exp{2πia0y/q}
A−1∑
j=0

exp{2πijry/q},

de modo que a probabilidade de obtenção de |y〉 numa medição de |φ〉 é

(26) py :=
1
qA

∣∣∣∣∣∣
A−1∑
j=0

exp{2πijry/q}

∣∣∣∣∣∣
2

.

Aqui vamos apenas analisar o caso em que r é uma potência de 2, de modo
que A = q/r. Os demais casos seguem a mesma idéia porém são mais técnicos.
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Suponha que y não é múltiplo de A. Então ry/q não é inteiro, de modo que
exp{2πiry/q} 6= 1. Pela fórmula da soma de uma progressão geométrica, temos

A−1∑
j=0

exp{2πijry/q} =
A−1∑
j=0

(
exp{2πiry/q}

)j

=

(
exp{2πiry/q}

)A − 1
exp{2πiry/q} − 1

=
exp{2πiy} − 1

exp{2πiry/q} − 1
= 0,

pois A = q/r.
Suponha agora que y é um múltiplo de A. Então ry/q é inteiro, de modo que

exp{2πijry/q} = 1 para todo 0 ≤ j < A. Então
A−1∑
j=0

exp{2πijry/q} = A.

Conclúımos que a probabilidade de obtenção de |y〉 na medição do registrador |φ〉 no
estado (25) é

(27) py =
{

1/r, se y é múltiplo de q/r
0, caso contrário.

Assim, uma medição de |φ〉 nos fornece um y = cq/r, com 0 ≤ c < r escolhido
equiprovavelmente. Teremos então um valor de y satisfazendo y/q = c/r, onde c
e q são conhecidos. Se mdc(c, r) = 1, então basta obter a fração irredut́ıvel cor-
respondente a y/q para chegarmos ao peŕıodo r. A probabilidade de obtenção de
um 0 ≤ c < r com mdc(c, r) = 1 é φ(r)/r. Pode-se provar [HW54] que existe uma
constante δ tal que φ(r)/r > δ/ log log r. Assim, a probabilidade de falha deste pro-
cedimento é, no máximo, 1− δ/ log log r.

Se repetirmos o procedimento acima z := log log r/δ vezes, a probabilidade de
falha passará a ser (1− 1/z)z ≤ 1/e, de modo que a probabilidade de sucesso é, no
mı́nimo, 1 − 1/e, uma constante. Portanto, obtemos o peŕıodo r com probabilidade
limitada inferiormente por uma constante.

3.4. A transformada quântica de Fourier. Vamos ver agora que a transformação
unitária Mq, dada por (24), pode ser implementada eficientemente sempre que q for
uma potência de 2. Ou seja, para todo q = 2m, vamos mostrar que existe um circuito
de tamanho polinomial em m, utilizando apenas portas quânticas que operam sobre
um número fixo de qubits, cuja aplicação a um registrador com m qubits é equivalente
à aplicação da matriz Mq.

Primeiro vamos escrever o estado

(28)
1
√
q

q−1∑
y=0

exp(2πixy/q)|y〉
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de uma forma mais conveniente. Considere q := 2m, com m um inteiro positivo.
Denotaremos por (xm−1 · · ·x0)2 a representação binária de 0 ≤ x < 2m, ou seja,
x =

∑m−1
j=0 xj2j , com xj ∈ {0, 1} para todo j. Além disso, utilize (0. x1 · · ·xp)2 para

denotar a representação binária de 0 ≤ x < 1, isto é, x =
∑p

j=1 xj2−j , com xj ∈ {0, 1}
para todo j.

Então o estado (28) pode ser fatorado como[
1√
2

(
|0〉+ exp

{
2πi(0. x0)2

}
|1〉

)]
⊗[

1√
2

(
|0〉+ exp

{
2πi(0. x1x0)2

}
|1〉

)]
⊗ · · ·⊗[

1√
2

(
|0〉+ exp

{
2πi(0. xm−1 · · ·x0)2

}
|1〉

)]
.

(29)

Para mostrar que o estado quântico (28) é o mesmo que o estado (29), vamos
mostrar que, para todo estado básico |ym−1 · · · y0〉, temos

exp{2πixy/2m}|ym−1 · · · y0〉 =(
exp

{
2πi(0. x0)2ym−1

}
|ym−1〉

)
⊗(

exp
{
2πi(0. x1x0)2ym−2

}
|ym−2〉

)
⊗ · · ·⊗(

exp
{
2πi(0. xm−1 · · ·x0)2y0

}
|y0〉

)
,

(30)

onde o lado direito da equação (30) mostra como se forma o estado básico |ym−1 · · · y0〉
em (29). Será então suficiente mostrar que

exp{2πixy/2m
}

= exp
{
2πi(0. x0)2ym−1

}
exp

{
2πi(0. x1x0)2ym−2

}
· · ·

exp
{
2πi(0. xm−1 · · ·x0)2y0

}
= exp

{
2πi

[
(0. x0)2ym−1 + (0. x1x0)2ym−2 + · · ·+

(0. xm−1 · · ·x0)2y0

]}
.

(31)

Observe que

yx

2m
=

1
2m

m−1∑
k=0

[
yk2k

m−1∑
k=0

xk2k

]
=

m−1∑
j=0

[
yj

m−1∑
k=0

xk2k−m+j

]
.(32)

Na equação (31), o termo xy/2m aparece multiplicando 2πi. Então apenas a parte
fracionária de xy/2m é relevante: se xy/2m = u + r, com 0 ≤ r < 1 e u ∈ Z, então
exp(2πixy/2m) = exp(2πir). Na equação (32), para k ≥ m − j, o valor 2k−m+j é
inteiro, de modo que podemos reescrever (32) como

yx

2m
=

m−1∑
j=0

[
yjuj + yj

m−j−1∑
k=0

xk2k−m+j

]
,(33)
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onde uj é um inteiro. É fácil verificar agora que
m−j−1∑

k=0

xk2k−m+j = (0. xm−j−1 · · ·x0)2.

Mas então

(34) xy/2m = u+ ym−1(0. x0)2 + ym−2(0. x1x0)2 + · · ·+ y0(0. xm−1 · · ·x0)2,

onde u é um inteiro. A equação (31) segue imediatamente da equação (34), de modo
que fica provado que o estado (28) pode ser fatorado como (29).

Considere o circuito quântico apresentado na figura 8, referente ao caso em
que m = 4.

|x3〉 H S2,3 S1,3 S0,3 |y0〉

|x2〉 • H S1,2 S0,2 |y1〉

|x1〉 • • H S0,1 |y2〉

|x0〉 • • • H |y3〉

Figura 8. Circuito para a transformada quântica de Fourier, com
m = 4.

Nesta figura, a matriz Sj,k, para j < k é definida por

(35) Sj,k =
[

1 0
0 exp{2πi/2k−j+1}

]
.

É muito fácil ver como este circuito se estende para qualquer m. Para cada qubit
|xk〉, aplicamos a matriz de Hadamard, seguida de k portas Sj,k, onde a porta Sj,k é
controlada por |xj〉 para todo 0 ≤ j < k.

Para ver que esse circuito de fato calcula a transformada quântica de Fourier,
vamos analisar sua operação sobre o qubit |x3〉 na figura 8. Após a aplicação da
matriz de Hadamard, o estado deste qubit será |0〉 + exp

{
2πi(0. x3)2

}
|1〉. Note que

estamos desprezando o fator de normalização 1/
√

2, para maior clareza. Depois da
aplicação da porta S2,3, o estado passa a ser |0〉+ exp

{
2πi(0. x3x2)2

}
|1〉. Aplicando

agora a porta S1,3, teremos |0〉 + exp
{
2πi(0. x3x2x1)2

}
|1〉 e, por fim, após S0,3 o

estado será |0〉 + exp
{
2πi(0. x3 · · ·x0)2

}
|1〉. Mas isso é justamente |y0〉, conforme a

equação (29). Repetindo esses cálculos com os outros qubits, obteremos os estados
desejados, de acordo com a equação (29).

Note que os qubits da sáıda deste circuito estão na ordem inversa. É óbvio que
isso não representa qualquer problema para nós.

Observe também que o circuito utiliza m(m + 1)/2 portas, o que é quadrático
em m. Assim, a transformada quântica de Fourier pode ser implementada por um
circuito de tamanho limitado por Θ(m2).
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4. Experiência pessoal

4.1. Desafios e frustrações. A iniciação cient́ıfica apresentou diversos desafios que
contribúıram para meu amadurecimento, tanto como cientista da computação quanto
como pessoa.

No ińıcio do projeto, gastamos cerca de seis meses só para aprender os pré-
requisitos da área, como espaços de Hilbert, conceitos básicos de mecânica quântica,
máquinas de Turing e um pouco de algoritmos probabiĺısticos. Todos estes estudos
foram fundamentais para entender o modelo quântico de computação, isto é, entender
quais são as regras do jogo nesse modelo: o que é um bit quântico, o que é um regis-
trador quântico, quais são as portas lógicas deste modelo, o que é uma medição (um
conceito novo, inexistente no modelo tradicional de computação), qual o consumo de
tempo de um algoritmo, etc. O grande problema foi estudar todos esses pré-requisitos,
durante um semestre inteiro, sem ter visto sequer um algoritmo quântico. Após seis
meses de iniciação cient́ıfica, nem faźıamos idéia de qual era a “cara” de um algoritmo
no modelo quântico, o que foi desmotivador.

Durante esse peŕıodo inicial, tivemos também muita dificuldade em desvendar a
notação desta área da computação, dado que ela é emprestada da f́ısica quântica e
não se aproxima de qualquer notação já vista. Além disso, ela é utilizada de forma
amb́ıgua em diversos pontos, o que a torna bastante confusa para quem não está
acostumado.

Também foi desafiador adquirir familiaridade com o funcionamento do modelo
quântico de computação, que é contra-intuitivo. Por exemplo, um bit quântico está
numa superposição dos valores 0 e 1, mas só conseguimos“enxergar”tal valor medindo
o bit quântico e, ao fazermos isso, conseguimos obter apenas um dentre os valores 0
e 1, sem contar que o resultado é probabiĺıstico.

Vale ressaltar também que, dada a relativa infância da área, foi bastante dif́ıcil
encontrar textos introdutórios sobre computação quântica. Mesmo a orientadora,
apesar de ter alguns conhecimentos na área, obtidos em uma disciplina cursada no
exterior, não era especialista no assunto, e precisou aprender conosco, à medida que
estudávamos. Inicialmente, seguimos o livro de Gruska [Gru99], que a orientadora já
tinha (mas nunca havia lido detalhadamente) e, posteriormente, o excelente artigo
introdutório de Rieffel e Polak [RP00], indicado pelo amigo Aritanan Gruber.

Ao fim deste peŕıodo inicial de estudo de pré-requisitos, antes de passar de vez para
o estudo de algoritmos quânticos, decidimos ler o artigo de Bernstein e Vazirani [BV97]
sobre complexidade computacional no modelo quântico para entendermos melhor a
medida do consumo de tempo no modelo, conceito que ainda não havia sido totalmente
esclarecido. Esse artigo de 64 páginas mal escritas foi meu primeiro contato com um
artigo cient́ıfico. Foi um imenso desafio desvendar o conteúdo desse artigo, pois ele era
muito denso e seus autores não se preocupavam em explicar o que estavam tentando
fazer. Ao longo da iniciação, outros artigos cient́ıficos foram lidos e foi frustrante
descobrir que muitos pesquisadores, ao escreverem tais artigos, não se importam tanto
com a qualidade de seus textos, mas sim com o número de publicações em periódicos
de renome.
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Durante toda a iniciação, fomos aos poucos escrevendo um texto com o con-
teúdo estudado. T́ınhamos reuniões semanais com a orientadora, que lia os textos,
revisando-os e descobrindo as partes que não estávamos entendendo direito. Inicial-
mente, a escrita do texto objetivava apenas a avaliação da nossa compreensão sobre
os tópicos estudados. Posteriormente, tornamo-nos mais ambiciosos, à medida que
ı́amos percebendo que tal texto era um dos primeiros sobre computação quântica
escrito em ĺıngua portuguesa.

A escrita do texto foi um grande desafio. No ińıcio, as páginas do texto im-
pressas e revisadas pela orientadora vinham completamente rabiscadas, apontando
dezenas de erros. Ao longo da iniciação, fui aos poucos aprendendo como escrever um
texto matemático, mantendo consistência nas definições e provando rigorosamente os
resultados. Além disso, como a iniciação era em conjunto com o amigo Carlos H.
Cardonha, era necessário cuidado para manter consistência na notação utilizada no
texto, que era um só. Isso causou vários problemas na hora de organizar uma versão
unificada para entrega com o relatório para a fapesp.

No último semestre da iniciação, em que estava previsto o estudo do algoritmo de
fatoração de Shor e o algoritmo de busca sublinear de Grover, o professor Yoshiharu
Kohayakawa sugeriu que submetêssemos uma monografia para avaliação nas Jornadas
de Iniciação Cient́ıfica do impa. Isso representou o ińıcio de uma seqüência de eventos
que desestabilizou todo o planejamento feito para o semestre.

Tivemos então que escrever uma monografia, praticamente do zero, desenvolvendo
o mı́nimo de pré-requisitos suficientes para a compreensão do algoritmo de fatoração
de Shor, que vinha detalhado a seguir. No bcc, geralmente estamos acostumados a
deixar as coisas para a última hora e pedir para o professor adiar o prazo de entrega
de um trabalho, e na maioria das vezes conseguimos o adiamento. Neste caso, porém,
a data de entrega da monografia para o impa era inadiável e foi bastante dif́ıcil
preparar tudo a tempo. Isso foi dificultado pelo fato de que o prazo da entrega desta
monografia era o mesmo para o pedido de bolsas de mestrado da fapesp, de modo
que a monografia e meu projeto de mestrado foram escritos paralelamente.

Após a avaliação da comissão técnica apontada pelo impa, nosso trabalho foi se-
lecionado para apresentação oral nas Jornadas de ic, e passamos então a preparar os
slides de tal apresentação. O grande problema era que o público-alvo era essencial-
mente de matemáticos, e não de cientistas da computação. Isso dificultou bastante a
preparação da apresentação, pois mesmo o pessoal de computação, com muito mais
base teórica e familiaridade com os conceitos relevantes, tem bastante dificuldade em
entender mesmo a parte mais básica de computação quântica.

Na mesma época, estávamos também preparando o pôster para o trabalho de
formatura e nossa orientadora viajou para a França a trabalho, com retorno previsto
apenas para o fim do semestre. Tal viagem tornou bastante precária nossa comuni-
cação, feita apenas por email.

Após a viagem ao Rio de Janeiro, onde se realizaram as Jornadas de IC do impa,
recebemos a not́ıcia de que nosso trabalho havia sido premiado com uma medalha de
prata. Isso significava também que nossa monografia seria publicada nos anais das
Jornadas e que precisávamos converter nossa monografia para o formato adequado.
O problema é que eu tinha enviado uma monografia contendo apenas o algoritmo de
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fatoração de Shor e a enviada pelo Carlos continha apenas resultados de complexidade
computacional, e a comissão organizadora pediu que juntássemos o conteúdo num
único texto, com um limite pré-estabelecido de páginas. Isso também representou um
grande desafio, dado que estávamos cheios de prazos a cumprir, já no fim do semestre
e do curso.

Com todos esses“contratempos”, foi frustrante não poder estudar em detalhe o al-
goritmo de busca de Grover, que parece ser extremamente interessante. Infelizmente,
com todos os afazeres adicionais causados pela ida às Jornadas de ic do impa, boa
parte do cronograma planejado para o segundo semestre foi ignorado. Isso não quer
dizer que a experiência da participação neste evento não tenha sido ótima.

A principal motivação para o estudo desta área da computação era o entendimento
do algoritmo de fatoração de Shor. Ao estudá-lo, percebi que ele é extremamente
simples, utilizando ferramentas básicas da álgebra, familiares a qualquer aluno que já
tenha cursado a disciplina MAT0213 - Álgebra II. Na verdade, o algoritmo de Shor
tem um único passo quântico, que também é muito simples, sendo apenas uma“versão
quântica” da famosa Transformada Discreta de Fourier, bastante utilizada no modelo
tradicional. É frustrante saber que, se tivesse sido apresentado de forma mais didática
em algum artigo, como tentamos fazer neste texto, o algoritmo de Shor poderia ser
compreendido muito mais facilmente por alunos de Ciência da Computação sem a
necessidade de se passar meses estudando tantos pré-requisitos.

4.2. As disciplinas do BCC e a iniciação cient́ıfica. Diversas disciplinas do bcc
mostraram-se fundamentais para o desenvolvimento da iniciação cient́ıfica, nos mais
diversos aspectos.

Nunca é demais reiterar a importância das disciplinas MAC0122 - Prinćıpios
de Desenvolvimento de Algoritmos e MAC0338 - Análise de Algoritmos
em qualquer trabalho que envolva o estudo teórico de algoritmos e a análise de seu
consumo de recursos, como tempo e espaço.

Os conceitos aprendidos em MAT0139 - Álgebra Linear para Computação
também foram essenciais para o estudo do modelo quântico, já que este é constrúıdo
sobre espaços de Hilbert, que são, informalmente, espaços vetoriais sobre o corpo
dos complexos. Como também trabalhamos com decomposição de matrizes, a ma-
téria MAC0300 - Métodos Numéricos da Álgebra Linear, apesar de não ser
absolutamente essencial, foi muito útil, pois obtivemos familiaridade com diversas
operações, propriedades e tipos de matrizes, usualmente não vistas em MAT0139.

No estudo de testes de primalidade e do algoritmo de fatoração de Shor, estudei
diversos tópicos em Teoria dos Números e Álgebra. Fiz muito proveito da base adqui-
rida tanto em MAT0138 - Álgebra I para Computação quanto em MAT0213
- Álgebra II. Na verdade, como já mencionado, o conteúdo coberto por estas ma-
térias é mais que suficiente para a total compreensão do algoritmo de fatoração de
Shor.

Também estudamos máquinas de Turing, tanto no modelo clássico (incluindo as
probabiĺısticas) quanto no quântico. A disciplina obrigatória MAC0414 - Lingua-
gens Formais e Autômatos nos ajudou a obter um pouco de familiaridade com



24 MARCEL K. DE CARLI SILVA

alguns tópicos de Computabilidade e Complexidade Computacional. Também cursa-
mos a matéria optativa MAC0430 - Algoritmos e Complexidade de Compu-
tação, que foi de extrema importância para compreendermos o significado do termo
“modelo de computação” e a importância do estudo do poder computacional e das
limitações de um modelo.

Alguns conceitos básicos de probabilidade, como variáveis aleatórias, independên-
cia e distribuições de probabilidade também foram bastante usados ao longo da inicia-
ção, visto que estudamos diversos algoritmos que têm comportamento probabiĺıstico.
A disciplina básica do bcc que introduziu tais conceitos, MAE0121 - Introdução
à Probabilidade e à Estat́ıstica I, também nos ajudou, pois forneceu uma base
sólida nesta área da Matemática.

No modelo quântico, todas as computações precisam ser reverśıveis, isto é, dada
a sáıda de um algoritmo, precisamos ser capazes de obter, a partir dela, a entrada
correspondente a tal instância. Isso nos levou ao estudo de portas lógicas e circuitos
reverśıveis, estudados primeiramente por Bennett [Ben73]. Além disso, a análise do
consumo de tempo de um algoritmo quântico usualmente é feita através do tamanho
de circuitos quânticos (vide a análise do algoritmo de Shor feita no presente texto). As
construções de circuitos estudadas na disciplina MAC0329 - Álgebra Booleana
e Aplicações nos auxiliou no estudo destes tópicos.

Pode-se ter a impressão, devido ao t́ıtulo do trabalho, que alguma das disciplinas
de F́ısica foi útil no desenvolvimento do projeto. Porém, isso não é verdade. De
fato, antes de nos engajarmos no estudo do modelo quântico de computação, nossa
primeira preocupação foi abstrair todos os conceitos f́ısicos necessários para conceitos
puramente matemáticos.

Até agora, citamos apenas disciplinas que, através de seu conteúdo, contribúıram
diretamente para o andamento da iniciação cient́ıfica. Porém, outras também tiveram
seu papel, mesmo que indireto. Por exemplo, as disciplinas MAC0436 - Tópicos
da Matemática Discreta e MAC0450 - Algoritmos de Aproximação foram
muito importantes, já que era preciso escrever rigorosamente a prova de alguns re-
sultados matemáticos, o que me ajudou ainda mais nos aspectos de escrita de textos
matemáticos. A disciplina da pós-graduação MAC5770 - Introdução à Teoria
dos Grafos, cursada como aluno especial, também foi útil neste aspecto. O que
provavelmente foi mais importante é que a monitora de MAC0450, Gordana Manic,
e o professor de MAC5770, Paulo Feofiloff, são ambos extremamente rigorosos na
correção dos exerćıcios entregues por alunos.

Em geral, considero que todas as disciplinas do bcc tiveram um papel impor-
tante, independentemente da iniciação cient́ıfica. Mesmo as disciplinas de áreas da
computação mais distantes do nosso projeto (como Engenharia de Software) têm seu
lugar, tanto para dar uma formação básica em Ciência da Computação, como também
para que eu pudesse descobrir quais áreas definitivamente não eram do meu interesse.

4.3. O ambiente de trabalho. Ao longo da iniciação cient́ıfica, entrei em contato
com o ambiente acadêmico, que eu desconhecia. Isso influenciou fundamentalmente
a minha vida.
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T́ınhamos reuniões semanais com a orientadora, que constantemente revisava
nosso texto, testando nosso entendimento do conteúdo estudado e também nos ensi-
nando a escrever textos matemáticos.

Por mais que nosso trabalho consistisse apenas no estudo de resultados já obtidos,
e não no desenvolvimento de resultados novos, t́ınhamos que constantemente espe-
cular sobre diversos assuntos. Isso ocorreu, por exemplo, quando estávamos lendo o
longo artigo de Bernstein e Vazirani [BV97], que não explicava o que estava sendo
feito. Outro ponto concerne a medida do consumo de tempo de um algoritmo no
modelo quântico. Procuramos por meses por um texto que formalizasse esse conceito
rigorosamente, sem sucesso. Por fim, nós mesmos desenvolvemos uma formalização,
que não sab́ıamos se estava certa ou se era reaĺıstica. Essa constante dúvida “Funci-
ona? Faz sentido?” sobre nossas especulações é muito interessante e me atraiu.

Também por conta da iniciação cient́ıfica e por intermédio de minha orientadora,
entrei em contato com outros professores, passei a freqüentar seminários e cursei
algumas disciplinas do programa de mestrado como aluno especial. A participação
nas Jornadas de Iniciação Cient́ıfica do IMPA também foi uma experiência muito boa,
que representou o contato com outros estudantes de matemática.

Posso afirmar, sem dúvida, que a iniciação cient́ıfica e seus prolongamentos foram
responsáveis pela minha decisão de seguir a carreira acadêmica. A área do meu
mestrado será Otimização Combinatória e serei orientado pela professora Yoshiko
Wakabayashi. Por mais que o meu projeto de mestrado em nada envolva o assunto
estudado na iniciação, a experiência com esse projeto foi ótima.

4.4. Conclusão. A experiência que o bcc representa na minha vida foi ótima e
inesquećıvel. Foi um peŕıodo de muitas alegrias, mas também de muitos sofrimentos,
frustrações e, portanto, de crescimento e amadurecimento.

A iniciação cient́ıfica também foi muito marcante, pois me acompanhou nesta
última metade do curso.

Ao longo destes quatro anos, tive a oportunidade de participar de algumas compe-
tições de programação muito divertidas, como as Olimṕıadas Brasileiras de Informá-
tica e a Maratona de Programação. Inclusive vencemos uma Regional Sul-Americana
do icpc (International Collegiate Programming Contest), da acm (Association for
Computing Machinery), o que nos levou ao Haváı em 2002, para participar das Finais
Mundiais deste concurso.

Por todas essas alegrias e experiências, agradeço a meus familiares, colegas e
professores, amigos que não serão esquecidos.



26 MARCEL K. DE CARLI SILVA

Referências

[AKS02a] M. Agrawal, N. Kayal, and N. Saxena. PRIMES is in P. Preprint. http://www.cse.

iitk.ac.in/news/primality.pdf, 2002.
[AKS02b] M. Agrawal, N. Kayal, and N. Saxena. PRIMES is in P. Revised. http://www.cse.iitk.

ac.in/news/primality_v3.pdf, 2002.
[Ben73] C.H. Bennett. Logical reversibility of computation. IBM J. Res. Develop., 17:525–532,

1973.
[Ber98] D.J. Bernstein. Detecting perfect powers in essentially linear time. Math. Comp.,

67(223):1253–1283, 1998.
[BV97] E. Bernstein and U. Vazirani. Quantum complexity theory. SIAM J. Comput.,

26(5):1411–1473, 1997.
[CEMM98] R. Cleve, A. Ekert, C. Macchiavello, and M. Mosca. Quantum algorithms revisited. R.

Soc. Lond. Proc. Ser. A Math. Phys. Eng. Sci., 454(1969):339–354, 1998.
[Chu33] A. Church. A set of postulates for the foundation of logic. Annals of Mathematics, 25:839–

864, 1933.
[Chu36] A. Church. An unsolvable problem of elementary number theory. Annals of Mathematics,

58:345–363, 1936.
[CLRS01] T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest, and C. Stein. Introduction to Algorithms. MIT

Press, Cambridge, MA, second edition, 2001.
[Cob65] A. Cobham. The intrinsic computational difficult of functions. In Y. Bar-Hillel, editor,

Logic, Methodology and Philosophy of Science, pages 24–30. North-Holland, 1965.
[Coo71] S. Cook. The complexity of theorem proving procedures. In Proc. 3rd ACM Symposium

on Theory of Computing, pages 151–158, 1971.
[Deu85] D. Deutsch. Quantum theory, the Church-Turing principle and the universal quantum

computer. Proc. Roy. Soc. London Ser. A, 400(1818):97–117, 1985.
[Deu89] D. Deutsch. Quantum computational networks. Proc. Roy. Soc. London Ser. A,

425(1868):73–90, 1989.
[Edm65] J. Edmonds. Paths, trees, and flowers. Canadian Journal of Mathematics, 17:449–467,

1965.
[EJ96] A. Ekert and R. Jozsa. Quantum computation and Shor’s factoring algorithm. Rev. Mod.

Phys., 68(3), 1996.
[Fey82] R. Feynman. Simulating physics with computers. International Journal of Theoretical

Physics, 21(6 & 7):467–488, 1982.
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Instituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade de São Paulo, Rua do Matão
1010, 05508–900 São Paulo, SP

Endereços Eletrônicos: {magal,cris}@ime.usp.br

URL: http://www.ime.usp.br/~magal/quantum


