Teorema da Galeria de Arte e

‘ 1. Introducao I

Uma Galeria de Arte pode ser representada como um poli-
gono simples no plano. Uma necessidade natural que surge
€ a de vigiar essa galeria, usando, por exemplo, cameras de
seguranca. Evidentemente, quanto menos cameras usar-
mos, mais facil e barato sera essa tarefa. O problema de
descobrir quantas cameras sao necessarias e suficientes
para vigiar qualquer poligono de n veértces deu origem ao
famoso Teorema da Galeria de Arte, que estudamos nesse
trabalho. Do problema original, surge o estudo da triangu-
larizagao de poligonos.

Extendemos o0 conceito de triangularizacao para que a
nossa entrada seja um conjunto de pontos no plano, e es-
tudamos propriedades de uma triangularizacao particular, a
Triangularizacdo de Delaunay, que possui diversas aplica-
cOes dentro de geometria computacional.

‘ 2. Teorema da Galeria de Arte I
\J:% Dizemos que uma camera en-

Xerga um ponto se 0 segmento

de reta que liga a cdmera ao

- ponto esta dentro do poligono.

u Um poligono € coberto se todo

A \\ ponto € enxergado por alguma
camera.

Seja g(P) o menor numero de cameras necessario para co-
brir o poligono P:

g(P) = ming|{S : S cobre P}|

onde S € um conjunto de cameras e |S| € a cardinalidade
de S. Seja P, um poligono com n vértices. G(n) € 0 maximo
de g(P,) sobre todos os poligonos de n vértices:

G(n) = maxp,g(P,)

O que queremos é calcular quanto vale G(n). Dizemos
que esse numero € necessario e suficiente: necessario no
sentido de que precisamos de pelo menos esse numero
de cameras para pelo menos um poligono e suficiente no
sentido de que esse numero € suficiente para qualquer po-
ligono de n veértices.

Teorema Para cobrir um poligono de n vértices, |n/3| ca-
meras sdo sempre suficientes e ocasionalmente necessa-
rias.

Esse resultado foi provado por Chvatal em 1975 [3]. Uma
prova mais concisa foi dada por Fisk em 1978 [4].
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Suficiéncia: A prova de Fisk envolve particionar o poligono
em triangulos pela adicao de diagonais nao intersectantes.
Em seguida, mostra que podemos atribuir uma cor A, B ou
C para cada vertice de forma que dois vertices adjacentes,
seja por uma aresta do poligono ou por uma diagonal, nao
recebam a mesma cor.

Necessidade: A figura mostra
uma classe de poligonos que ne-
cessita de |n/3] cameras, uma
para cada ponta de trés vertices.
Portanto G(n) > |n/3].

Assim, trés vértices de um trian-
gulo obrigatoriamente recebem
cada uma das trés cores, caso
contrario dois vértices adjacen-
tes receberiam a mesma cor.
Podemos notar que posicionar
uma camera em qualquer vértice
de um triangulo € suficiente para cobri-lo. Finalmente, con-
cluimos que para cobrir todo poligono basta colocarmos ca-
meras em todos os vértices que receberam uma mesma
cor. Como uma das cores é usada no maximo |n/3] vezes,
G(n) < n/3.

‘ 3. Triangularizando Poligonos |

Naturalmente, gostariamos de desenvolver algoritmos para
triangularizar poligonos. Um algoritmo simples pode ser
desenvolvido usando as idéias apresentadas na secao an-
terior.
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3.1 Algoritmo simples

Uma orelha € um vértice do poligono cujo segmento que
une seus dois vizinhos é uma diagonal. Pré-processamos o
poligono e guardamos os vértices que sao orelhas em uma
fila. Removemos uma orelha pela adicao de uma diagonal e
arrumamos a nossa fila observando que os Unicos vértices
que podem ter sido alterados sao os vértices conectados
pela diagonal adicionada. Repetimos o processo recursiva-
mente.

TRIANGULARIZAGAO ORELHA(P)

1 D < (> Conjunto de diagonais adicionadas
2 Inicialize o status de orelha para cada vértice em P
3 enquanton > 3
faca
Localize uma orelha v;
D «— v;_1v; 1
P— P—w
v;_1 +— ORELHA(P, v;_1)
viy1 — ORELHA(P, v;11)
10 devolva D

O algoritmo consome tempo proporcional a O(n?).
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3.2 Algoritmo mais eficiente

Primeiro precisamos definir um
poligono y-mondtono. Um
poligono €& y-mondtono se
para qualquer linha horizon-
tal, a interseccao dessa li- R
nha com o poligono €& co-
nexa, Ou Sseja, vazia, um
ponto ou um segmento de
reta. <

Lema Um poligono y-monotono
pode ser triangularizado em tempo proporcional a O(n).

Assim, temos um interesse especial em poligonos y-
monotonos. Se soubéssemos como particionar um poli-
gono arbitrario em poligonos y-monotonos eficientemente,
teriamos um algoritmo melhor. Felizmente, temos o se-
guinte resultado:

Lema Um poligono arbitrario pode ser particionado em po-
ligonos y-monotonos em tempo proporcional a O(n x logn).

Existem dois tipos especiais de vertices, que podem ser
considerados como a fonte de nao-monotonicidade de um
poligono: os veértices de quebra e 0s vertices de juncao.
Ambos possuem angulo interno maior que w, mas os verti-
ces adjacentes ao primeiro possuem menor y-coordenada
e ao segundo possuem maior y-coordenada.

O algoritmo estudado move uma linha horizontal no plano
(=linha de varredura), de cima para baixo, e vai proces-
sando os veértices conforme passa por eles. A idéia é adi-
cionar diagonais para vértices de quebra assim que a linha
de varredura cruza com eles e diagonais para os veértices
de juncao depois de passar por eles.
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Figura 2: Algoritmo de monotonizacdo.(Fonte: Programa
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‘ 4. Triangularizacao de Pontos no Plano I

Um PPS (planar point set) € um conjunto de pontos no
plano. Uma PPST (planar point set triangulation, ou ftri-
angularizacao de um conjunto de pontos no plano) € uma
subdivisdo do plano pela adicao de um conjunto maximal
de arestas nao intersectantes. Ou seja, € um conjunto .S de
arestas tal que toda aresta que nao esta em S intersecta
alguma aresta de S.

Um PPS admite varias triangularizacoes distintas. Pode-
mos estabelecer propriedades desejaveis e tentar obter
uma PPST boa em relagao a essas propriedades. No
nosso trabalho, estudamos uma PPST bem conhecida, a
Triangularizacdo de Delaunay, cuja propriedade € maximi-
zar o menor angulo dos triangulos gerados.

Formalmente, podemos definir a triangularizagcao procurada
da seguinte forma: Seja T uma PPST de um PPS P,
e suponha que possua m triangulos. Agora, ordenamos
os 3m angulos de T em ordem crescente. Seja A(T) =
(a1, ag, ..., a3,,) @ sequéncia ordenada, o; < «; para todo i <
j. Chamamos A(T') o vetor-angulo de T'. Seja T" outra trian-
gularizacao de P com vetor-angulo A(T") := (af, a4, ...as,, ).
Dizemos que o vetor-angulo de 7" € maior que o0 vetor-
angulo de 7" se para algum indice i com 1 < i < 3m, temos

o = oy para todo j < i, e oy > i

Em outras palavras, no primeiro indice i em que «; € o/
diferem, a; > o). Escrevemos A(T) >~ A(T"). Uma triangu-
larizacao T' € chamada angulo-otima se A(T) = A(T") para
toda triangularizacao 7" de P.

Lema A Triangularizacdo de Delaunay produz uma PPST
angulo-otima.

‘ 5. Triangularizacoes de Steiner I

Mesmo com boas triangularizagbes, uma PPST ainda
pode apresentar triangulos com caracteristicas indeseja-
veis. Uma forma de melhorar a qualidade da triangulari-
zacao é inserir pontos artificialmente no nosso conjunto.
Chamamos esses pontos de pontos de Steiner e a trian-
gularizagao resultante do novo conjunto de triangularizacao
de Steiner. Intuitivamente, nao queremos adicionar muitos
pontos, ja que a adicao de muitos triangulos pode prejudicar
0 proposito da aplicagao.

‘ 6. Conclusao I

Existe um algoritmo que consome tempo linear para a tri-
angularizagcao de poligonos [5] que nao foi estudado no
projeto. No entanto, os algoritmos estudados ja se mos-
tram bastante complicados de implementar, especialmente
gquando comecg¢amos a lidar com casos degenerados.

Uma implementagao da Triangularizacdo de Steiner estu-
dada mostra melhoras significativas com relacao a Triangu-
larizacdao de Delaunay [6]. Podemos exigir, por exemplo,
gue nossa triangularizagcao nao contenha nenhum triangulo
com angulo menor que uma constante.
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